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RÉSUMÉ 

DES 

LEÇONS  DE  MÉCANIQUE 


DONNÉES 


I.  PRINCIPES  DE  LA  STATIQUE.  COMPOSITION  DES  FORCES. 

1.  L’idée  que  l’on  attache  au  mot  force  est  celle  d’une 
cause  qui  tend  à mettre  un  corps  en  mouvement.  Si  le 
corps  ne  peut  céder  à celte  action , parce  qu’il  est  retenu 
par  un  obstacle  qui  s’oppose  à son  déplacement,  l'effet 
de  la  force  consiste  alors  dans  la  production  d’un  effort 
ou  pression. 

La  notion  de  l’efïort  ou  pression  est  identique  ayec 
celle  du  poids.  Divers  efforts,  pressions  ou  poids,  sont 
des  quantités  comparables  entre  elles , dont  la  considé- 
ration a exigé  l’etablissement  d’une  unité  spéciale.  Dans 
les  calculs  de  statique,  les  nombres  qui  expriment  les 
valeurs  des  forces  représentent  des  unités  de  poids. 

Les  lois  suivant  lesquelles  les  forces  se  combinent 
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entre  elles  pour  produire  un  eflort  déterminé , ou  se  dé- 
truisent réciproquement , c’est-à-dire  se  font  mutuelle- 
ment équilibre , sont  l’objet  de  la  statique. 

2.  La  considération  des  phénomènes  d’équilibre , 
devenue  l’objet  d’une  théorie  mathématique , a néces- 
sairement exigé  plusieurs  abstractions.  Ainsi , dans  les 
premières  études , on  ne  considère  pas  la  figure  des 
corps , mais  seulement  les  points  auxquels  les  forces 
sont  appliquées;  on  fait  abstraction  du  poids  propre 
des  corps  dû  à l’action  de  la  gravité;  enfin  on  ne  consi- 
dère pas  la  propriété  des  corps  solides  de  changer  en 
partie  de  figure  par  l’eflet  des  efforts  auxquels  ils  sont 
soumis.  Les  corps  naturels  sont  remplacés  par  la  concep- 
tion purement  mathématique  d’un  système  de  points 
matériels  réunis  par  des  lignes  ou  des  plans  parfaite- 
ment rigides  et  inextensibles  , et  quelquefois  par  des 
fils  également  inextensibles,  mais  parfaitement  flexibles. 
De  telles  abstractions  n’empêchent  pas  que  la  théorie 
dont  il  s’agit  ne  donne  les  lois  véritables  d’un  ordre  im- 
portant de  phénomènes,  et  ne  devienne  un  guide  néces- 
saire dans  les  travaux  des  arts. 

3.  Les  principes  de  la  statique  sont  fondés  sur 
un  petit  nombre  d’axiomes  dont  la  vérité  doit  être 
admise  comme  une  conséquence  immédiate  de  l’ob- 
servation des  faits  naturels.  Lorsque  plusieurs  for- 
ces sont  dirigées  suivant  une  même  ligne  , l’effort 
quelles  produisent  est  égal  à la  somme  des  eflorts 
qui  seraient  produits  séparément  par  les  forces  agis- 
sant dans  un  sens , moins  la  somme  des  efforts  qui 
seraient  produits  par  les  forces  agissant  dans  le  sens 
opposé.  Une  force  peut  être  regardée  comme  appliquée 
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à un  point  quelconque  de  sa  direction,  la  ligne  suivant 
laquelle  agit  cette  force  étant  supposée  parfaitement 
rigide  et  inextensible.  Lorsqu’un  système  de  forces  ap- 
pliquées à plusieurs  points  est  en  équilibre  , l’équilibre 
n’est  pas  troublé  lorsque  quelques-uns  de  ces  points 
deviennent  fixes.  Deux  systèmes  en  équilibre  peuvent 
être  superposés  , c’est-à-dire  qu’ayant  placé  l’un  des  sys- 
tèmes sur  l’autre,  de  manière  à faire  coïncider  quel- 
ques-unes de  leurs  parties,  on  peut  admettre  que  ces 
parties  soient  ensuite  réunies  et  assujetties  les  unes  aux 
autres  : l’équilibre  subsistera  dans  le  nouveau  système 
comme  il  subsistait  séparément  dans  chacun  de  ceux  qui 
ont  servi  à le  former. 

4.  Il  existe  dans  la  statique  plusieurs  principes. 
c’est-à-dire  plusieurs  propositions  primordiales  qui  peu- 
vent être  établies  immédiatement,  et  servir  de  point  de 
départ  pour  développer  les  vérités  dont  cette  science  se 


compose. 

Le  principe  du  levier  consiste  en  ce  qu’une  ligne  in- 
flexible horizontale  étant  supportée  au  milieu,  et  char- 
gée aux  extrémités  de  deux  poids  égaux  , l°il  y a équi- 
libre ; 2"  l'effort  exercé  sur  le  point  d’appui  est  égal  à la 
somme  de  deux  poids.  La  première  partie  de  cette  pro- 
position est  évidente  , mais  on  peut  demander  que  la 
seconde  partie  soit  démontrée.  Pour  y parvenir,  on  re- 
marque que  trois  forces  égales  appliquées  à un  même 
point,  et  dirigées  suivant  trois  rayons  qui  divisent  le 
cercle  en  secteurs  égaux,  sont  évidemmen*  en  équilibre. 
Soit  maintenantla  ligne  horizontale  AB  {fi g 1).  Traçons 
le  parallélogramme  ABCD  , dont  les  angles  sont  égaux 


1 , 1 

au  et  au _ 
6 :t 


de  la  circonférence.  Appliquons  à chacun  des 
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quatre  angles  de  cette  figure , et  dans  la  direction  des 
côtés,  trois  forces  égales  entre  elles  qui  se  feront  réci- 
proquement équilibre  -,  puis  au  milieu  de  la  ligne  AB 
quatre  forces  éga,es  aux  précédentes  et  opposées  deux 
à deux.  La  figure  étant  considérée  comme  un  plan  ri- 
gide , le  système  sera  en  équilibre  ; et  si  l’on  supprime 
les  forces  qui  se  détruisent  comme  étant  égales  et  oppo- 
sées , il  reste  les  forces  qui  doivent  se  faire  équilibre 
conformément  au  principe  du  levier. 

5-  L’équilibre  du  levier,  dans  le  cas  où  le  point  fixe 
n’est  pas  placé  au  milieu , se  déduit  immédiatement  de 
la  proposition  précédente.  En  effet , soit  une  ligne  hori- 
zontale chargée  de  poids  uniformément  distribués  sur 
sa  longueur,  et  supportée  par  un  point  fixe  placé  au 
milieu.  Ce  système  sera  en  équilibre.  2 a étant  la  lon- 
gueur de  la  ligne , prenons  à l’une  des  extrémités  une 
longueur  2 h.  On  pourra  , sans  détruire  l’équilibre , 
réunir  au  milieu  de  chaque  partie  2 h et  2 a — 2 h les 
poids  dont  elle  est  chargée , et  l’on  aura  alors  un  levier 
dont  les  bras  égaux  à a — h et  h supportent  respective- 
ment à leurs  extrémités  des  poids  proportionnels  à h et 
a— h. 

6.  La  proposition  précédente  s’étend  facilement  au 
cas  où  les  deux  bras  du  levier  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 
En  général , deux  forces  dirigées  dans  un  même  plan 
se  font  mutuellement  équilibre  autour  d’un  point  fixe , 
lorsqu’elles  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  lon- 
gueurs des  perpendiculaires  abaissées  du  point  fixe  sur 
leurs  directions  respectives.  Le  produit  d’une  force  par 
la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point 
fixe  sur  sa  direction  est  la  mesure  de  l’action  de  cette 
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force  pour  faire  tourner,  le  système  autour  du  point 
fixe.  C’est  ce  qu’on  nomme  le  moment  de  la  force. 

7.  Le  principe  du  plan  incliné  consiste  en  ce  qu’un 
poids  étant  placé  sur  un  plan  incliné  à l’horizon,  et 
retenu  par  une  force  dirigée  parallèlement  au  plan , il  y 
a équilibre  lorsque  le  poids  est  à la  force  comme  la  lon- 
gueur du  plan  est  à sa  hauteur.  Ce  principe  a été  démon- 
tré par  Stevin  en  considérant  une  chaîne  pesante  sans 
fin  placée  sur  un  triangle  solide  qui  repose  sur  sa  base 
horizontale.  Cette  chaîne  se  maintient  évidemment  en 
repos.  Or,  la  partie  inférieure  qui  pend  au-dessous  de 
la  base  du  triangle  est  elle-même  en  équilibre.  Les  deux 
parties  qui  reposent  sur  les  deux  côtés  inclinés  du  trian- 
gle doivent  donc  faire  équilibre  l'une  à l’autre;  d’où 
l’on  conclut  la  proposition  énoncée. 

8.  La  proposition  précédente  peut  servir  à démontrer 
la  loi  de  l’équilibre  du  levier.  Soiten  effet  un  point  maté- 
riel M placé  sur  le  plan  incliné  AB(/?g\2) , et  sollicité  par 
la  force  verticale  P et  par  la  force  Q dirigée  dans  le  sens 
du  plan.  L’équilibre  subsiste  si  ces  forces  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  des  lignes  AB,  AC.  Plaçons  la  ligne 
inflexible  MD , perpendiculaire  sur  AB,  et  qui  peut 
tourner  autour  du  poiut  D supposé  fixe  ; l’équilibre  ne 
sera  pas  troublé.  Supposons  ensuite  que  l’on  anéantisse 
le  plan  incliné;  l’équilibre  subsistera  encore,  car  ce 
plan  s’opposait  seulement  à ce  que  le  point  matériel  ne 
pût  se  mouvoir  dans  toute  autre  direction  que  AB , et 
le  même  effet  sera  produitpar  la  verge  MD.  Or,  lesforces 
P,  Q agissent  maintenant  sur  un  levier  dont  le  point 
fixe  est  en  D , et  leurs  bras  de  levier  respectifs  sont  les 
lignes  DE  et  DM , dont  le  rapport  est  le  même  que  celui 
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des  lignes  AC  et  AB  , c’est-à-dire  l’inverse  du  rapport 
des  forces. 

9.  Le  principe  des  moufles  peut  également  servir  de 
base  aux  théories  de  la  statique.  Un  poids  P étant  sou- 
tenu par  une  moufle  mobile  à laquelle  aboutissent  n 
cordons  parallèles  entre  eux,  la  force  Q,  appliquée 

p 

à l’extrémité  du  dernier  cordon  , est  égale  à — lors- 
que le  système  est  en  équilibre.  Cette  proposition  ré- 
sulte évidemment  de  ce  que  la  tension  du  cordon  doit 
être  uniforme  dans  toute  sa  longueur. 

10.  Le  principe  du  levier  peut  en  être  déduit  de  la 
manière  suivante.  Concevons  que  l’on  ait  appliqué  sur  la 
moufle  le  levier  BAC  (fig.S),  dont  le  point  fixe  A est  placé 
de  manière  que  AB  soit  à AC  dans  le  rapport  de  l’unité  au 
nombre  des  cordons  qui  soutiennent  le  poids  P,  et  ad- 
mettons que  les  extrémités  B,  C du  levier  soient  unies 
aux  points  correspondants  du  fil.  La  réunion  des  sys- 
tèmes du  levier  et  de  la  moufle  formera  un  système  com- 
posé , dans  lequel  les  points  B et  C peuvent  prendre  les 
mêmes  déplacements  infini  ment  petits  qu’ils  prendraient 
si  chaque  système  était  seul.  Donc  si  ch-  .jue  système 
est  en  équilibre,  ou  n’est  pas  en  équilibre  sous  l’action 
de  forces  quelconques,  le  système  composé  sera  égale- 
ment en  équilibre,  ou  n’y  sera  pas,  sous  l’action  des 
mêmes  forces. 

Cela  posé , considérant  le  système  composé  auquel 
aucune  force  n’est  appliquée , appliquons  au  point  B 
deux  forces  égales  et  opposées  agissant  dans  le  sens  du  fil; 
et  appliquons  également  au  point  C deux  forces  égales  et 
opposées  agissant  dans  le  sens  du  fil , moindres  que  les 
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précédentes  dans  le  rapport  de  l’unité  au  nombre  des 
cordons  delà  moufle.  Le  système  sera  en  équilibre,  puis- 
que l’on  n’a  ajouté  que  des  forces  qui  se  détruisent 
réciproquement.  Mais  puisque  les  deux  forces  tirant 
de  haut  en  bas  appliquées  respectivementaux  points  B,C 
se  font  mutuellement  équilibre  au  moyen  de  la  moufle 
seule , on  peut  supprimer  ces  forces  sans  altérer  l’équi- 
libre subsistant.  Donc  les  forces  restantes  tirant  de  bas 
en  haut  doivent  alors  se  faire  équilibre  au  moyen  du 
levier  seul , puisque  la  réunion  de  la  moufle  au  levier  ne 
pourrait  établir  l’équilibre  s’il  n’existait  pas. 

11.  On  peut,  au  moyen  du  principe  du  levier,  com- 
poser deux  forces  parallèles , c’est-à-dire  trouver  une 
force  résultante  qui  produise  sur  un  système  la  même 
action  que  deux  forces  parallèles  données.  Soient  deux 
forces  parallèles  P,Q  agissant  aux  deux  extrémités  de  la 
ligne  rigide  AB  (fig.k). On  conclut  de  ce  qui  précède  que 
l’action  de  ces  forces  sera  entièrement  détruite  si  cette  li- 
gne est  retenue  par  un  point  fixe  C , placé  de  manière 

AC  Q , . . „ 

que  = — ; et  de  plus  que  ce  point  lixe  supportera 

dans  une  direction  parallèle  à celle  des  forces  l’effort 
P + Q.  Donc  on  détruirait  l’action  des  deux  forces  pro- 
posées, en  appliquant  au  point  C de  la  verge  en  sens 
contraire  de  la  direction  de  ces  forces  une  force  égale 
à leur  somme.  Donc  l’action  des  deux  forces  sur  la  verge 
est  la  même  que  celle  d’une  force  égale  à leur  somme , 
et  appliquée  au  point  de  cette  verge  qui  la  partage  en 
deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  forces 
correspondantes. 

12.  L’équilibre  du  levier  donne  immédiatement  l'é- 
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quilibre  de  plusieurs  forces  appliquées  à un  point  maté- 
riel. Soient  trois  forces  P,  Q,  R dirigées  dans  le  même 
plan,  appliquées  aupointM  [fig. 5),  et  supposées  en  équi- 
libre. Prenons  un  point  A sur  la  direction  de  la  force  R 
prolongée,  et  abaissons  de  ce  point  les  perpendiculaires 
AB,  AC  sur  les  directions  des  forces  P,  Q.  Considérons 
BAC  comme  un  levier  dont  le  point  fixe  serait  en  A,  et 
supposons  ce  levier  invariablement  uni  au  système  donné 
des  trois  forces.  L’équilibre  de  ce  système  ne  sera  pas 
troublé.  Or  on  peut  maintenant  supprimer  la  force  R , 
qui  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  A.  Donc 
les  deux  forces  restantes  P,Q  se  font  équilibre  sur  le 
levier  BAC  , d’où  l’on  conclut  que  les  lignes  AB,  AC  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  valeurs  de  ccs 
deux  forces  , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  la 
direction  de  la  force  sera  celle  de  la  diagonale  du  paral- 
lélogramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  en 
grandeur  et  en  direction  les  forces  P,  Q.  On  verra  de 
même  que  la  force  Q doit  être  dirigée  suivant  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  qui 
représentent  les  forces  P, R;  et  l’on  en  déduit  facilement 
que  chacune  des  trois  forces  est  représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  les 
deux  autres. 

On  voit  aussi  que  trois  forces  appliquées  à un 
même  point,  et  en  équilibre,  sont  entre  elles  comme 
les  côtés  d’un  triangle  formé  par  trois  ligues  respecti- 
' vement  parallèles  aux  directions  de  ces  forces , et  que 
chacune  des  forces  est  proportionnelle  au  sinus  de  l’angle 
compris  entre  les  directions  des  deux  autres. 
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13.  La  proposition  précédente  se  déduirait  également 
du  principe  du  plan  incliné  (voyez  n°8).  Puisque  les 
forces  P,  Q se  font  équilibre  autour  du  point  D supposé 
fixe  , ce  point  est  situé  sur  la  direction  de  la  force  qui 
pourrait  leur  faire  équilibre.  Or,  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  D sur  les  directions  des  deux  forces 
leur  sont  réciproquement  proportionnelles  : donc  ce 
point  appartient  à la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  lignes  qui  représentent  respectivement  les 
forces  dont  il  s’agit. 

14.  On  conclut  immédiatement  de  ce  qui  précède  le 
principe  de  la  composition  des  forces  appliquées  à un 
point  matériel.  L’action  résultante  de  deux  forces  est 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  qui 
représentent  les  composantes  En  elle t , une  force  égale 
et  opposée  à cette  résultante  détruira  l’action  des  deux 
forces  proposées. 

Ce  principe  peut  être  démontré  directement  ; mais  en 
général  lesdémonstrationscom portent  des  considérations 
délimité  ou  d’infini.  Wous  indiquerons  l’une  des  plus  sim-  * 

pies.  Considérons  IelosangeADBD(/%.  6),  et  admettons  que 
l’on  ait  appliquéaux  angles  A,B,etdans  le  prolongement 
des  côtés  , quatre  forces  égales  : ce  système  sera  évidem- 
menten  équilibre  : soit  ensuite  placé  en  CBEF  un  système 
pareil  également  en  équilibre;  l’équilibre  subsistera  tou- 
jours si  l’on  suppose  les  deux  systèmes  réunis.  On  peut 
maintenant,  sans  altérer  cet  équilibre,  supprimer  les  for- 
ces qui  se  détruisent,  et  supposer  les  forces  qui  s’ajoutent 
appliquées  aux  points  A,  E.  Or  les  résultantes  des  forces 
qui  seront  alors  appliquées  à l’un  et  à l’autre  de  ces  deux 
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points  devront  être  dirigées  suivant  ]a  diagonale  AE. 
Il  est  donc  prouvé , pour  le  cas  où  les  forces  proposées 
sont  dans  le  rapport  de  1 à 2 , que  la  résultante  est 
dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  lignes  qui  représentent  ces  forces.  Le  même 
raisonnement  s’appliquera  au  cas  où  les  forces  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  de  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques , et  l’on  pourra  en  conclure  facilement  la  vérité  du 
principe  dans  le  cas  général. 

15.  On  peut  aussi  donner  de  la  manière  suivante  une 
démonstration  purement  analytique  du  principe  de  la 
composition  des  forces. 

Soient  deux  forces  égales  P [fig.  7)  appliquées  au  point 
M,  dont  les  directions  forment  entre  elles  l’angle  2x.  La 
résultante  R des  deux  forces  P est  évidemment  dirigée 
dans  le  plan  de  ces  forces  , et  suivant  la  ligne  qui  par- 
tage l’angle  2x  en  deux  parties  égales.  Déplus,  la  gran- 
deur de  cette  résultante  est  toujours  proportionnelle  à 
celle  des  forces  P.  On  peut  donc  écrire 
R = P./(x), 

f{x)  désignant  une  fonction  inconnue  de  l’angle  x.  Con- 
sidérons maintenant  chacune  des  forces  P comme  la  ré- 
sultante de  deux  forces  égales  p dont  les  directions  for- 
ment un  angle_y  avec  les  directions  des  forces  P : on  aura 
également 

P =p-fiy), 

d’où  l’on  déduit 

R =/>./(*). /tr). 

Or  le  système  des  deux  forces  P pouvant  être  rem- 
placé par  celui  des  quatre  forces  p,  la  résultante  R peut 
être  regardée  comme  la  somme  des  résultantes  des  deux 
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forcesqui  comprennent  entre  elles  l'angle 2(x-+^)  et  deux 
forces  p qui  comprennent  entre  elles  l’angle  2(x — y). 
Donc  on  a également 

R =pf(x+y)+p.J\x+y). 

La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  R donne 


f{x)f  y)=f{x+y)+pr+y) («b 

équation  à laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  désignée 
par  j\  et  au  moyen  de  laquelle  on  peut  reconnaître  la 
nature  de  cette  fonction. 

En  effet , dillerentiant  deux  fois  de  suite  par  rapport 
à la  variable  y,  il  viendra 

f(x)-f  {y)=f{x+y)  —f  {x—y) 
f (*)■/' (y)  —f'{xyy)  -yf’(x-y)-, 

et  en  supposant^  = 0, 

f[x).f  (0)  =2/  (x),  d’où  /(O)  = 2 
f(x).f'(  0)  = 0 /'(  0)=0 

f{x).f"  (0)  = 2 \f'{x)  Ÿf{x)  =f'[x)-, 


V désignant  une  constante  quelconque , à laquelle  on 
peut  indifféremment  donner  le  signe  + ou  le  signe  — . 
Nous  aurons  donc  successivement 


f (x)  —zt  l'f  (x),  d'où 
f’’{x)=±Ÿf  {x) 
f'{x)  = ±xp(x) 

/'(X)  = ±Ÿf"{x) 
f'\x)  = ±Vp(x) 
etc. 


f (0)  = dfciy*  (0)  = dt  2 a* 

/"(0)  = ±xy,(0)=o 

P (0)  = ± 'a*/'(0)=2X4 

/*(0)=±>y,"(0)=o 

/"(0)  = ±*y,'(0)  = ±:2A‘, 
etc. 


Par  conséquent , en  formant  le  développement  de  f(x ) 
au  moyen  de  la  série  de  Maclaurin , on  trouvera 
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et  en  prenant  les  signes  inférieurs 
f(x)  = 2 cos.  1 x. 

L’un  ou  l’autre  de  ces  résultats  satisfait  à la  condition 
exprimée  par  l’équation  (<z)  ; mais  le  premier  est  exclu 
par  la  nature  de  la  question  dont  il  s’agit,  parce  qu’en 
attribuant  à la  variable  x une  valeur  très-peu  différente 
de  zéro  , il  donnerait  pourra;)  une  valeur  plus  grande 
que  2,  d’où  l’on  conclurait  R>2P,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  valeur  de  la  résul- 
tante R des  deux  forces  P,  dont  les  directions  compren- 
nent l’angle  2x,  est  nécessairement  représentée  par  l’ex- 
pression 

R = 2Pcos.)x, 


X désignant  une  constante  dont  la  valeur  est  encore  in- 
déterminée. Mais  si  l’on  suppose  x — \ . les  deux  forces 
Pétant  directement  opposées  l’une  à l’autre,  R=0. 

Donc  0 = cosA-  ; et  par  conséquenU  = 2f+l  :de  plus  on 
2 

doit  prendre  i=  0,  sans  quoi  la  résultante  R serait  nulle 
dans  le  cas  de  deux  forces  faisant  entre  elles  l’angle 

TT 

aigu  — : — . Ainsi  l’on  a définitivement 
* 2t+l 


R = 2P  cos.  x , 
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conformément  au  principe  démontré  dans  le  n°  (14).  On 
passe  facilement  du  cas  de  deux  forces  égales  à celui  de 
deux  forces  inégales  dirigées  perpendiculairement  l’une 
à l’autre , puis  au  cas  de  deux  forces  inégales  dont  les  di- 
rections comprennent  un  angle  quelconque. 

16.  Le  principe  de  la  composition  des  forces  donne 
immédiatement  des  formules  dont  il  est  utile  de  garder 
le  souvenir.  P,Q  désignant  deux  forces  données,  et  R 
leur  résultante,  on  a 


sin.o  = 


R = Pcos.à+Q  cos. 6, 


R’=PJ+Q*+2PQ  cos.(a+S). 


Q . P 

•g  sin.  (a+6),  sm.  ë = — sin,(a+6) 

il  II 


a,  e angles  compris 
entre  les  direc- 
tions des  forces 
P,Qetla  direc- 
tion de  la  ré- 
sultante R. 
a+ë  angle  compris 
entre  les  direc- 
tions des  forces 
données  P, Q. 


Les  deux  dernières  équations  servent  à décomposer  une 
force  proposée  R en  deux  autres  forces  P,Q  dirigées 
suivant  des  lignes  données  : on  en  déduit 


P=R 


sin.  S 

sin.(x+6)  ’ 


Q = R 


sin.  a 

sin.  (a— 1-6) ' 


II.  COMPOSITION  ET  ÉQUILIBRE  DE  PLUSIEURS  FORCES  APPLI- 
QUÉES A UN  POINT  MATÉRIEL. 


17.  On  obtient  facilement  la  résultante  commune  de 
plusieurs  forces  appliquées  à un  point  matériel  en  pre- 
nant d’abord  la  résultante  des  deux  premières , puis 
composant  cette  résultante  avec  la  troisième  force , et 
ainsi  de  suite. 

La  résultante  de  trois  forces  est  représentée  par  la 
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diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  les  ignés 
qui  représentent  ces  trois  forces. 

Si  l’on  trace  dans  l’espace  un  contour  polygonal  avec 
des  droites  parallèles  et  proportionnelles  aux  forces 
proposées , la  ligne  qui  fermera  le  contour  en  achevant 
le  polygone  représentera  en  grandeur  et  en  direction  la 
résultante. 

Si  les  forces  proposées  sont  dirigées  dans  un  même  plan , 
la  direction  de  la  résultante  y sera  également  dirigée. 

Le  système  des  forces  proposées  est  en  équilibre  si  la 
résultante  est  nulle.  Chacune  de  ces  forces  est  alors 
égale  et  directement  opposée  à la  résultante  de  toutes 
les  autres. 

18.  Les  opérations  relatives  à la  composition  et  à 
la  décomposition  des  forces  s’effectuent  avec  facilité  au 
moyen  des  formules  données  parla  géométrie  analytique. 

Considérons  d’abord  le  cas  où  les  directions  des  forces 
sont  comprises  dans  un  même  plan.  Soit  A (yî«\8)le  point 
sollicité  par  les  forces.  Traçons  dans  ce  plan  les  deux  axes 
rectangulaires  Ax  , A y.  P désignant  une  force  qui  est 
supposéeagir  en  tirant  sur  le  point  A,  nommons “ l’angle 
compris  entre  la  direction  de  cette  force  et  la  partie 
de  l’axe  Ax  sur  laquelle  on  compte  les  abscisses  po- 
sitives. La  force  P sera  entièrement  déterminée  lors- 
qu’on donnera  sa  valeur  en  unités  de  poids  et  l’an- 
gle » . Les  signes  du  cosinus  et  du  sinus  de  cet  angle 
feront  connaître  dans  quel  sens  agit  la  force,  c’est-à-dire 
si  elle  tend  à transporter  le  point  A dans  le  sens  des  ab- 
scisses positives  ou  des  ordonnées  positives  , ou  du  côté 
opposé. 

La  force  P peut  être  remplacée  par  ses  deux  compo- 
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santeS  dirigées  suivant  les  axes  Ax,  hy,  dont  les  valeurs 
sont  respectivement  P cos.  « , Psin.a.  Désignant  par 
S. P cos. a et  S.  Psin.a  la  somme  des  composantes  de 
plusieurs  forces  P appliquées  au  point  A , par  R la  ré- 
sultante de  toutes  ces  forces , et  par  a l’angle  que  la 
direction  de  R forme  avec  l’axe  des  x , on  a évidemment 


R =.  \/  (S.Pcos.a)M-(S. Psin.a)1, 

S. P cos. a . S.Psin.v 


cos.  a 


R ’ 


sin.  a = — 

R 


19.  Si  les  forces  P proposées  sont  en  équilibre  R = 0 ; 
ce  qui  suppose  que  l’on  a séparément  les  deux  équations 

S. P cos  a = 0 et  S.Psin.à=0. 

20.  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  forces  P ap- 
pliquées au  point  A sont  dirigées  d’une  manière  quel- 
conquedans  l’espace.  Chaque  force  est  toujours  supposée 
agir  en  tirant  sur  le  point  A.  Nous  faisons  passer  par 
ce  point  trois  axes  rectangulaires  Ax,  A y,  A z,  et  nous 
désignons  par  a,  6,  y,  les  angles  formés  par  la  direction 
de  la  force  P avec  la  partie  de  chacun  de  ces  axes  sur 
lesquels  on  compte  les  coordonnées  positives.  Chaque 
force  P peut  être  remplacée  par  ses  trois  composantes 
suivant  les  axes  Ax,  A^,  A z,  qui  sont  respectivement 
P cos.  j,  Pcos.S  , P cos. y.  Par  conséquent  R étant  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  P,  et  a,  b,  c les  angles  que  la 
direction  de  R forme  avec  les  axes  Ax,  A y,  As,  nous 
avons  ici 


R = j/(S.P  cos.*)‘+(S.P  cos.3)M-(S.P  cos. 7)’ 


S.Pcos.a  , S.Pcos.6 

cos.*= R , co  s.Ù= R , 


cos.c 


S P cos. 7 

pT 
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Les  signes  de  ces  cosinus  feront  connaître  le  sens  sui- 
vant lequel  agit  la  résultante  R.  Lorsque  cos. a sera  po- 
sitif, la  force  R tirera  le  point  A du  côté  des  a:  positives, 
et  ainsi  des  autres. 

21 . Soit  une  ligne  droite  formant  les  angles  X.  jx,  v avec 
les  axes  des  x,  des  y et  des  z.  Si  l’on  multiplie  respecti- 
vement les  trois  dernières  équations  par  cos.  X , cos .p, 
cos.v,  et  si  on  les  ajoute,  il  viendra 

R (cos.a.cos.X+cos.ô.  cos. p + cos. c cos .7) 

= SP  (cos. a.  cos.X+cos.S.cos.fi+cos.y.  cos.v.); 

d’où  l’on  conclut  que  la  projection  de  la  résultante  sur 
une  ligne  quelconque  est  égale  à la  somme  des  projec- 
tions des  composantes  sur  cette  même  ligne. 

La  somme  des  projections  des  composantes  sur  une 
ligne  quelconque  perpendiculaire  à la  direction  de  la  ré- 
sultante est  nécessairement  nulle. 

22.  La  condition  de  l’équilibre  du  système  consiste 
en  ce  que  la  résultante  R soit  nulle , ce  qui  exige  que 
l’on  ait  séparément  les  trois  équations 

S.Pcos.a  = 0,  S.Pcos.6=0,  S.Pcos.7=0. 

En  général  un  point  matériel  ne  peut  demeurer  en  équi- 
libre qu’autant  que  les  forces  qui  le  sollicitent  étant  pro- 
jetées sur  une  ligne  quelconque , la  somme  des  projec- 
tions est  nulle. 

Equilibre  d’un  point  matériel  assujetti  à demeurer  sur  une 
surface  ou  sur  une  ligne  courbe  données. 

23.  Soit  en  premier  lieu  un  point  M (fig. 9)  assujetti  à 
sc  mouvoir  sur  une  courbe  nui  tracée  dans  un  plan  . et 
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sollicitée  par  plusieurs  forces  dirigées  dans  ce  même 
plan.  On  représente,  comme  dans  le  n°  18,  par  P la 
valeur  de  l’une  quelconque  des  forces,  et  par  «l’angle 
compris  entre  sa  direction  et  l’axe  des  x.  La  condition 
de  l’équilibre  des  forces  P consiste  évidemment  ici  en 
ce  que  la  résultante  de  ces  forces  soit  dirigée  dans  le  sens 
de  la  normale  menée  à la  courbe  au  point  M ; car  l’action 
de  cette  résultante  se  trouvera  alors  entièrement  dé- 
truite par  la  résistance  de  la  courbe,  et  ne  pourra  im- 
primer au  point  matériel  aucun  mouvement.  En  dési- 
gnant donc,  comme  ci-dessus,  par  R la  résultante  des 
forces  P,  par  a l’angle  que  sa  direction  forme  avec  l’axe 
des  x ; et  se  rappelant  que  la  courbe  mn  étant  rapportée 
aux  deux  coordonnées  rectangulaires  x,y,  la  tangente 
menée  à cette  courbe  au  point  M forme , avec  l’axe  des  x, 

un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est  y-;  on 
exprimera  la  condition  de  l’équilibre  en  posant 


'/-JJ 


ou  men 


sin.  a S.Psin.a 

1 

cos. a S.Pcos.a 

dy ’ 
dx 

S.Pcos.a 

dy 

r'  v 

S.Psin.x 

dx 

•au,  3 


Cette  équation  étant  satisfaite , l’expression  de  R et 
celles  de  cos.  a et  sin.  a du  n°  18  donneront  la  valeur 
de  la  pression  supportée  par  la  courbe  et  le  sens  dans 
lequel  cette  pression  est  dirigée , puisque  l’on  connaîtra 
par  les  signes  de  cos. 
la  partie  MN  ou  à ] 


ds.  a et  sin.  a si  cet  angle  appartient  à 
i la  partie  MN'  de  la  normale. 

2 


2 
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2i.  Admettons  maintenant  que  le  point  M soit  assu- 
jetti à se  mouvoir  sur  une  surface  , et  sollicité  par  plu- 
sieurs forces  dirigées  arbitrairement.  Conservons  les 
dénominations  du  n°  20  , et  supposons  la  figure  de  la 
surface  donnée  par  une  équation  dans  laquelle  l’ordon- 
née verticale  z est  regardée  comme  une  fonction  des 
deux  coordonnées  horizontales  x,y.  La  condition  de  l’é- 
quilibre consiste  en  ce  que  la  résultante  R des  forces  P 
doit  être  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  a la  surface. 
Donc  en  se  rappelant  les  expressions  des  cosinus  des 
angles  formés  par  la  direction  de  la  normale  avec  les 
axes  des  x , des  y et  des  z qui  ont  été  données  n°  217  des 
Leçons  d’analyse,  on  exprimera  l’existence  de  l’équilibre 
en  posant  les  équations 

dz 

S.Pcos.a  dx 


cos.<z=- 


R 


V(£M*)'+* 


cos  .b= 


S.Pcos.S 


dz 

dy 


cos.c  = 


R 


S.Pcos.y 


\/(êMI)'+' 


R 


v&y -G)** 


que  l’on  peut  réduire  aux  deux  suivantes  : 
S.Pcos.a  dz  S.Pcos. 


et 


dz 


S.Pcos.y  dx  S Pcos.y  dy 

Lorsque  ces  équations  seront  satisfaites,  les  expressions 


. % 


I 
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de  R et  celles  de  cos.  a , cos.  b , cos.  c du  n°  20  feront 
connaître  la  pression  supportée  par  la  surface  , et  le  sens 
dans  lequel  s’exerce  cette  pression.  . ™ 


25.  Si  l’équation  de  la  surface  proposée  était  donnée 


sous  la  forme 


Ffz’j.r,®)  = 0, 


il  est  visible  , par  le  n°  218  des  Leçons  d'analyse  , que 
les  conditions  de  l’équilibre  seraient  exprimées  par  deux 


quelconques  des  trois  équations 


dF  dF  dF 

-r-oP.cos.«=-7-  a. P cos. 6,  -^a.Pcos.a=  ~r—  a.Pcos.  7, 
dy  dx  dz  dx 


dF  dF 

S.Pcos.6=  — S.Pcos.7. 
dy  dy 


26.  Considérons  enfin  le  cas  où  le  point  M , sollicité 
par  les  forces  P,  serait  assujetti  à demeurer  sur  une 
courbe  tracée  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace. 
Supposons  cette  courbe  donnée  par  deux  équations  entre 
y et  x , z et  x,  l’abscisse  x étant  prise  pour  la  variable 
indépendante.  Le  point  M ne  peut  évidemment  être  en 
équilibre  à moins  que  la  résultante  des  forces  P,  qui  lui 
sont  appliquées,  ne  soit  dirigée  perpendiculairement  à la 
tangente  à la  courbe , et  si  cette  condition  subsiste , l’é- 
quilibre aura  nécessairement  lieu.  Donc,  en  ayant  égard 
aux  expressions  des  cosinus  des  angles  formés  par  la 
tangente  à la  courbe  avec  les  axes  des  x , des  j'-  et  des  z , 
qui  ont  été  données  dans  le  n°  223  des  Leçons  d’analyse, 
on  exprimera  l’existence  de  l’équilibre  en  posant  l’é- 
quation 


''.‘-T  ;Jï 


dy  dz 

cos.a-f  — cos.tH — — cos.  c =0, 
dx  dx 


20 


c’est-à-dire 


S.Pcos.a+^7-  S.Pcos.6  + — -S.Pcos.-/=0. 

<lr  fl  JC 


Cette  équation  étant  satisfaite , les  expressions  de  R 
et  celles  de  cos.  a , cos.  b , cos.  c du  n°20  , donneront 
l’eflort  exercé  sur  la  courbe  et  le  sens  dans  lequel  cet 
effort  est  dirigé. 

27.  Si  la  courbe  est  représentée  par  deux  équations 


J\x,y,z)=0,  F(x,y,s)=0 

appartenant  à deux  surfaces  quelconques  dont  cette 
courbe  est  l’intersection  , on  trouvera  , par  le  n°  229  des 
Leçons  d’analyse , pour  l’équation  exprimant  les  condi- 
tions de  l’équilibre 


.*+(££ 

\dy  dz  dy  dzJ 


\dx  dz 


d F d/y 
dx  dz  , 


df  dF 
dy 

rdF  df  df  d,F\ 

\d x dy  dx  dy)S-  C°S  y~°- 


S.Pcos.? 


Principe  des  vitesses  virtuelles  considéré  dans  l’équilibre 
d’un  point  matériel. 

28.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles , considéré  dans 
l’équilibre  d’un  seul  point  matériel,  consiste  dans  la 
proposition  suivante  : Le  point  M étant  soumis  à l’ac- 
tion de  plusieurs  forces  P dirigées  arbitrairement,  ad- 
mettons que  ce  point  se  déplace , et  décrive  dans  une 
direction  quelconque  une  ligne  droite  infiniment  petite 
dont  nous  désignerons  la  longueur  par  Ss,  S étant  un 
signe  de  dilFérenliation.  Projetons  ensuite  cette  ligne  os 
sur  les  directions  des  forces  P : chaque  projection  mc- 
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surera  l’espace  parcouru  par  le  point  M dans  le  sens 
de  la  direction  de  chacune  des  forces  , et  nous  appelle- 
rons moment  de  la  force  P le  produit  de  cette  force  par 
l'espace  parcouru  dans  le  sens  de  sa  direction , en  re- 
gardant ce  produit  comme  positif  quand  l’espace  se 
trouvera  décrit  dans  le  sens  suivant  lequel  la  force  tend 
à entraîner  le  point  matériel , et  comme  négatif  quand 
l’espace  se  trouvera  décrit  dans  le  sens  contraire.  Cela 
posé,  la  proposition  dont  il  s’agit  consiste  en  ce  que  le 
point  M ne  peut  être  en  équilibre  à moins  que  la  somme 
des  moments  des  forces  P ne  soit  constamment  nulle , 
quelle  que  soit  la  direction  suivant  laquelle  ce  point 
s’est  déplacé;  et  réciproquement  l’équilibre  subsiste  né- 
cessairement si  la  somme  «les  moments  des  forces  est 
nulle  pour  tous  les  déplacements  possibles  du  point 
matériel. 

Il  importe  de  remarquer  d’ailleurs  que  lorsqu’il  s’agit 
d’un  point  matériel  entièrement  libre , la  direction  delà 
ligne  infiniment  petite  ds  est  entièrement  arbitraire. 
Mais  quand  il  s’agit  d'un  point  matériel  assujetti  à de- 
meurer sur  une  surface  donnée , la  ligne  ds  ne  peut  plus 
être  dirigée  que  dans  le  plan  tangent  à cette  surface  j et 
quand  le  point  matériel  est  assujetti  à demeurer  sur  une 
courbe  donnée,  la  ligne  ds  ne  peut  plus  être  dirigée  que 
dans  le  sens  de  la  tangente  à cette  courbe. 

29.  Pour  démontrer  cette  proposition  importante , il 
sufiil  de  remarquer  qu’en  supposant  l’espace  ds  parcouru 
dans  le  sens  de  la  ligne  quelconque  qui  forme  avec  les 
axes  des  x , desjp  et  des  z les  angles  X,u,v,  et  multipliant 
par  foies  deux  membres  de  l’équation  du  n°  21 , il  vient 
Ufo(cos.a.co$.).4'cos.&.cos.p+cos.c.cos.v) 

= S.P.fo(cos.a.cos.).+cos.£.cos.g+cos,y.cos.y). 
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Or,  la  quantité  8s  ( cos.a.cos J-fCOS.e.cos.pKos.y.cos.v) 
est  la  projection  de  fa  sur  la  direction  de  la  force  P,  et  la 
quantité  8s  (cos.a.cos.M-cos.è.cos.ft+cos.c.cos.*)  est  la 
projection  de  Ss  sur  la  direction  de  la  résultante  R : donc 
l’équation  précédente  exprime  en  général  que  le  moment 
de  la  résultante  de  plusieurs  forces  appliqûées  à un 
point  matériel  est  égal  à la  somme  des  moments  des 
composantes. 

Mais  lorsque  le  point  matériel  est  en  équilibre , on 
a R=-0  s’il  est  entièrement  libre;  et  l’on  a 

cos.«.  cos  A -+-  COS  .{t +COS.C.  cos.v  = 0 

si  ce  point  est  assujetti  à se  mouvoir  dans  une  surface 
ou  dans  une  ligne  donnée , puisque  la  résultante  est 
alors  nécessairement  dirigée  perpendiculairement  à la 
surface  ou  à la  ligne.  Donc  on  a dans  tous  les  cas  de 
l’équilibre  d’un  point  matériel 

S.P.os(cos.a.cos.).+eos.S.cos.f»+cos.y.cos.v)=:0, 

et  réciproquement  si  cette  équation  subsiste,  l’équilibre 
des  forces  P est  assuré. 

30.  Nous  représenterons  dans  la  suite  par  Sp  la  pro- 
jection sur  la  direction  de  la  force  quelconque  P de 
l’espace  fa  décrit  par  le  point  matériel , et  par  Sr  la  pro- 
jection de  os  sur  la  direction  de  la  résultante  R;  en  sorte 
qu’on  aura 

Sp— fa(cos.a.cos.>+cos.6.cos.fi+cos.'y.cos.v 
£r==fa(cos.a.cos.).+cos.&.cos.pfcos.c.cos.v). 

L'équation  exprimant  que  le  moment  de  la  résultante 
est  égal  à la  somme  des  moments  des  composantes  s é- 
crira  alors 

Rfa=rS.PJ/7, 


et  l’on  aura  pour  exprimer  les  conditions  de  l’équilibre 
des  forces  P, 

S.P^=0 (A) 

On  considère  dans  ces  équations  p et  r comme  repré- 
sentant les  distances  du  point  matériel  M à certains 
points  fixes  pris  sur  la  direction  des  forces  P et  R.  Ces 
distances  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x,y,z  du 
point  M.  Les  quantités  infiniment  petites  vp,  Sr,  repré- 
sentent les  variations  que  les  distances  p et  r ont  subies 
lorsque  le  point  M s’est  déplacé  de  la  quantité  infini- 
ment petite  vs , déplacement  qui  répond  lui-même  à des 
variations  Sx,8y,3z  subies  par  les  coordonnées  de  ce 
point.  Les  valeurs  des  forces  P sont  également  consi- 
dérées en  général  comme  données  en  fonction  des  coor- 
données xj-, z , appartenant  à la  position  actuelle  du 
point  matériel. 

Il  est  aisé  d’ailleurs  de  reconnaître  que  la  seule 
équation  (A),  à laquelle  on  joindra  les  équations  expri- 
mant les  conditions  du  déplacement  du  point  matériel , 
s’il  n’est  pas  entièrement  libre , suffit  pour  donner  les 
conditions  del’éqnilibrc,  telles  qu’elles  ont  été  obtenues 
dans  les  n0ï  19  et  suivants. 

En  ellet  , remarquons  que  3p  étant  la  projection  de& 
sur  la  direction  de  la  force  P,  on  a 

vp  — fotcos.Lcos.a+cos.u.cos.S+cos.v.cos.y)  ; 

Mais 

3s.co3.ï=Sx,  Ss.cos.[>=3y,  vs.cos.v—  Sz  -■ 
donc 

3p=3x. cos. a+Sy.cos.G+oz. cos. y, 

en  sorte  que  l’équation  (A)  peut  s’écrire 


Cela  pose  , supposons  en  premier  lieu  le  point  matériel 
auquel  les  forces  P sont  appliquées  entièrement  libre. 
Les  trois  variations  Sx,3y,3z  de  ses  coordonnées  corres- 
pondanles  à un  déplacement  possible  de  ce  point  seront 
entièrement  arbitraires.  Donc  l’équation  précédente  ne 
peut  exister  en  général  qu’autant  que  l’on  aura  séparé- 
ment 

S.Pcos.a=0,  S.Pcos.6=0,  S.Pcos.7  = 0, 

qui  sont  les  trois  équations  de  l'équilibre  d’un  point 
matériel  libre  trouvées  dans  le  n°  22. 

Supposons  en  second  lieu  le  point  matériel  assujetti  à 
se  mouvoir  sur  une  surface  représentée  par  l’équation 


F(jr,r,s)  = 0, 


à laquelle  doivent  satisfaire  les  trois  coordonnées  de  ce 
point.  On  aura  alors  entre  les  variations  3x,Sy,Sz  la  re- 
lation qui  se  déduit  de  l’équation  précédente  en  la  dif- 
l’érentiant,  et  remplaçant  dx , dy  et  dz  par  Sx,  Sy  et  Sz , 
relation  qui  est 

JF  , JF  JF, 

-r -&r+—  0/+  — (jZ=0. 
dx  dy  dz 


Or,  si  l’on  prend  dans  cette  équation  la  valeur  de  l’une 
quelconque  des  variations  3x,3y,5z;  qu’on  la  substitue 
dans  l’équation  (a),  et  que  l’on  égale  séparément  à zéro 
les  termes  affectés  des  deux  variations  restantes  qui 
demeurent  arbitraires,  on  retrouvera  les  équations  qui 
ont  été  données  dans  le  n°  25. 


Admettons  enfin  que  le  point  materiel  soit  assujetti 
à se  mouvoir  sur  une  courbe  donnée  représentée  par 
les  équations 


f(^,y,~)=0  F(x,y,z)=0  : 

les  variations  Sx,Sy,Sz  devront  alors  satisfaire  aux  deux 
équations  dillérentielles 


df  df  df 

-j-  ox-H-j-iî>-+-j-as=0,  — «+  7—  Sjr-r—3z=0. 

dx  dy  dz  r'  r,~ 


dF. 
dx  " 


dF 

dï 


rfP. 

dz 


Si  l’on  prend  dans  ces  équations  les  valeurs  de  deux 
quelconques  de  ces  variations  , et  que  l’on  substitue 
ces  valeurs  dans1  l’équation  (a) , la  troisième  variation 
disparaîtra,  et  l’on  trouvera  pour  équation  finale,  ex- 
primant les  conditions  de  l’équilibre,  celle  qui  a été 
donnée  dans  le  n°  27. 


III.  Composition  et  équilibre  de  plusieurs  forces  pa- 
rallèles APPLIQUÉES  A UN  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS 
ASSUJETTIS  ENTRE  EUX  d’üNE  MANIÈRE  INVARIABLE. 

31.  Nous  considérons  ici  un  système  de  points  ma- 
tériels supposés  assujettis  les  uns  aux  autres , de  ma- 
nière que  leurs  positions  respectives  ne  puissent  subir 
aucun  changement,  comme  cela  aurait  lieu  si  ces  points 
appartenaient  à un  corps  solide  et  parfaitement  rigide. 
Des  forces  quelconques  , mais  dont  les  directions  sont 
toutes  parallèles  entre  elles,  sont  appliquées  à ces  points. 
Nous  admettons  en  général  qu'une  partie  de  ces  forces 
tend  à transporter  le  corps  dans  un  sens,  et  l’autre  par- 
tie à le  transporter  dans  un  sens  opposé. 

Nous  .avons  présenté  dans  les  n05ll  et  14  la  notion 
de  la  résultante  de  deux  forces.  La  résultante  de  plu- 
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sieurs  forces  appliquées  à un  système  de  points  maté- 
riel est  la  force  par  laquelle  ce  système  serait  sollicité 
, de  la  même  manière  qu’il  l’est  par  l’ensemble  des  forces 
proposées;  en  sorte  que  si  l’on  appliquait  au  système 
une  force  égale  et  directement  opposéeàcette  résultante, 
l’action  des  forces  proposées  serait  entièrement  détruite 
et  le  système  se  trouverait  en  équilibre. 

Un  système  quelconque  de  forces  appliquées  à plu- 
sieurs points  matériels  étant  donné , on  ne  peut  pas  tou- 
jours trouver  pour  ce  système  une  seule  résultante  , et 
par  conséquent  on  ne  pourrait  pas  toujours  faire  équi- 
libre aux  forces  proposées  par  l’application  d’une  force 
. unique.  La  question  consiste  : 1*  à déterminer  la  résul- 
tante lorsqu’elle  existe,  et  dans  tous  les  cas  à réduire 
le  système  proposé  au  plus  petit  nombre  de  forces  qu’il 
est  possible  ; 2°  à déterminer  les  conditions  de  l’équilibre 
du  système. 

32.  Soient  en  premier  lieu  deux  forces  parallèles  P, P', 
qui  agissent  dans  le  même  sens.  En  composant  ces  deux 
forces  par  le  principe  du  levier,  la  valeur  de  leur  résul- 
tante sera 

lt=P+P'; 

la  direction  de  cette  résultante  sera  parallèle  aux  direc- 
tions des  deux  forces  et  comprise  dans  le  même  plan;  elle 
partagera  l’intervalle  de  ces  directions  en  parties  récipro- 
quement proportionnelles  aux  forces.  Ainsi  désignant 
par  x,x',  les  perpendiculaires  Am, Am'  (fig.  10)  abaissées 
d’un  point  quelconque  Apris  dansle  plan  desdeux  forces 
P, P'  sur  leurs  directions , la  distance  An  delà  direction 
de  la  résidtante  R au  point  A sera  exprimée  par 
r.r+PV 
r+p'  ' • 
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33.  Admettons  en  second  lieu  que  les  deux  forces 
parallèles  données  P, P'  sont  dirigées  en  sens  opposés. 
Soit  P la  plus  grande  de  ces  deux  forces , et  supposons 
que  l’on  applique  au  système,  dans  le  plan  des  directions 
des  deux  forces  P,  P',  une  troisième  force  P — P'  agissant 
en  sens  contraire  de  la  force  P,  et  placée  de  manière 
que  les  distances  mn,  mm'  (fg.  11)  soient  entre  elles 
dans  le  rapport  de  P'  à P.  11  y aura  équilibre  en  vertu 
du  principe  du  levier.  Donc  l’action  résultante  des  deux 
forces  P,P' est  la  force  R égale  et  directement  opposée 
à la  force  P — P' puisque  l’application  de  celte  force  P — P' 
établit  l’équilibre  dans  le  système.  Ainsi  la  résultante  des 
forces  proposées  a pour  valeur 

R=P — P', 

et  la  distance  An  de  sa  direction  au  point  quelconque  A 
pris  dans  le  plan  des  forces  est 

Px— P'x' 

II 

34.  Il  est  nécessaire  d’examiner  le  cas  particulier  où 
l’on  aurait  P=P'.  Dans  ce  cas , si  l’on  a également  x—x', 
les  deux  forces  données  sont  égales  et  directement  op- 
posées : leur  résultante  est  nulle , et  le  système  est  eri 
équilibre. Mais  si  en  meme  temps  que  les  deux  forces  P, P1 
sont  égales  et  opposées,  les  directions  de  ces  forces  ne  coïn- 
cident pas  l’une  avec  l’autre  , l’expression  précédente 

p.r pv 

A n = ^ — de  la  distance  delà  direction  de  la  résul- 

tante au  point  A devient  infiniment  grande. 

Ainsi  la  résultante  des  forces  proposées  est  nulle  et  sa 
direction  est  placée  à une  distance  infinie  des  directions 


de  ces  forces,  ou  plutôt  clle6  n’ont  pas  de  résultante. 
Un  tel  système  constitue  ce  qu’on  nomme  un  couple. 

35.  Considérons  un  couple  quelconque  formé  de  deux 
fofces  égales  et  parallèles  P,  agissant  en  sens  contraire, 
mais  nondircctcmentopposées,  eldésignons  parw  la  dis- 
tance rnn  (/ig.  12)  des  directions  de ccs  forces.  L’action  de 
ce  couple  sur  le  plan  matériel  auquel  il  est  appliqué  ne 
peut  êLrc  remplacée  par  une  force  unique  : celte  action 
est  d’une  nature  qui  lui  est  propre,  et  ne  pourrait  être 
détruite  que  par  celle  d’un  autre  couple.  Pour  voir  d’ail- 
leurs en  quoi  consiste  l’action  du  couple  proposé , on 
peut  supposer  qu’un  point  quelconque  A du  plan  ma- 
tériel, auquel  il  est  appliqué,  devienne  fixe.  L’action 
simultanée  des  deux  forces  P tendra  à faire  tourner  ce 
plan  autour  du  point  A,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche , et  la  mesure  de  cette  action  sera  la  différence 
des  moments  P. Am , P. An  , c’est-à-dire  P®. 

On  peut  donc  dire  qu’aussitôt  qu’un  couple  est  ap- 
pliqué dans  un  plan  matériel , ce  plan  tend  à tourner 
autour  de  l’un  quelconque  de  ses  points  avec  une  énergie 
mesurée  par  le  moment  du  couple,  dont  l’expression 
analytique  est  P®.  C’est  en  cela  que  consiste  l’action  de 
ce  couple. 

Cette  action  ne  peut  être  remplacée,  comme  on  l’a 
déjà  dit,  par  une  force  unique  qui  tend,  non  pas  à 
faire  tourner, mais  à déplacer  le  plan  matériel  dans  le 
sens  de  la  direction  de  la  force.  Mais  si  l’un  des  points 
du  plan  matériel  devenait  réellement  fixe,  ce  plan  ne 
pourrait  plus  être  transporté  dans  l’espace  -,  il  ne  pour- 
rait que  tourner  autour  du  point  devenu  fixe.  Alors 
les  actions  de  la  force  et  du  couple  , pour  opérer  ou  em- 
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pécher  ce  mouvement  de  rotation  , deviendraient  tout  à 
fait  comparables.  L’action  du  couple  serait  toujours  me 
surée  par  le  moment  P®,  dont  la  valeur  est  indépen- 
dante de  la  position  du  point  fixe  par  rapport  aux 
directions  des  forces  P;  et  l’action  d’une  force  Q serait 
mesurée  par  le  moment  Qq , en  désignant  par  q la 
distance  du  point  fixe  à la  direction  de  la  force.  La  force 
fera  équilibre  au  couple  si  P <r=Qq  , et  si  le  couple  et  la 
force  tendent  à faire  tourner  le  plan  matériel  en  sens 
opposés. 

36.  Soit  maintenant  le  système  de  plusieurs  forces 
parallèles  P,P',P",  etc. , appliquées  à des  points  maté- 
riels assujettis  entre  eux  d’une  manière  invariable , et 
distribués  arbitrairement  dans  l’espace.  Supposons  que 
l’on  ait  mené  un  plan  perpendiculaire  à la  direction  des 
forces,  dans  lequel  on  a tracé  les  axes  rectangulaires 
Ax,A.j,  et  soient  etc. , les  points  où  les  direc- 

tions des  forces  proposées  P,P',P",  etc. , rencontrent  ce 
plan.  Nous  désignerons  par  .ret  y,  x!  et  y',  x"  et  y",  etc., 
les  coordonnées  des  points  rn,m',m",  etc. 

Cela  posé,  admettons!  en  premier  lieu  que  toutes  les 
forces  proposées  agissent  dans  le  même  sens.  On  les 
composera  facilement  deux  à deux  par  le  principe  du 
levier.  La  résultante  des  deux  premières  forces  P, P' 
aura  pour  valeur  P+P'-  Sa  direction  rencontrera  le  plan 
xAy  dans  un  point  de  la  ligne  mm' qui  partagera  cette 
ligne  en  parties  réciproquement  proportionnelles  a ux  for- 
ces P, P'  ; d’oùl’on  conclut  facilement  que  les  coordonnées 

, . t t ..  P-r+PV  Pr+PV 

de  ce  point  seront  respectivement  - ^ , et  . 

En  composant  de  même  la  résultante  des  deux  pre- 
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mières  forces  avec  la  troisième , puis  la  seconde  résul- 
tante avec  la  quatrième  force , et  ainsi  de  suite,  on  trou- 
vera qu’en  nommant  R la  résultante  totale , et  X,Y  les 
coordonnées  du  point  où  sa  direction  rencontre  le  plan 
xAy,  on  a 


R=S.P, 


et  X 


S.P.r 
R ’ 


S.Py 
R J 


équations  par  lesquelles  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  résultante  sont  déterminées. 

37.  Si  maintenant  on  suppose  qu’une  partie  des  for- 
ces proposées  agisse  dans  un  sens,  et  l’autre  partie  dans 
le  sens  contraire , que  l’on  désigne  par  Pi  l’une  quel- 
conque des  premières  forces  , et  par  P,  l’une  quelconque 
des  secondes  forces,  on  réduira  d’abord  le  système  à deux 
résultantes  partielles  Q,  et  Qa,  agissant  en  sens  contrai- 
res, mais  qui  ne  seront  pas  en  général  directement  op- 
posés. On  aura  pour  les  valeurs  de  ces  résultantes  par- 
tielles : 

Q.=S.P,,  Q.=S.P,; 

et  les  coordonnées  de  leurs  points  d'application  seront 


i /■  s p * S-p.^. 

pour  la  iorce  Q,,  — — — et  — rr—  , 

V.  V. 

1 C f\  S pv*.  . S.P.X, 
pour  la  lorce  Q,,  — t: — et  — ^r— . 

Va  V» 

Ces  deux  forces  Q,  et  Q,  se  composeront  ensuite  (sauf 
le  cas  particulier  où  l’on  aurait  Q,=Q,)  en  une  seule 
résultante  R , comme  on  l'a  vu  n01 32  et  33.  L’on  aura 
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et  les  coordonnées  X,  Y du  point  où  la  direction  de  celte 
résultante  rencontrera  le  plan  des  xy  seront 


Nous  aurons  donc  ici , comme  dans  le  cas  précédent , 
pour  déterminer  la  résultante  cherchée , 


pourvu  que  dans  les  sommes  désignées  par  S l’on  donne 
des  signes  contraires  aux  forces  qui  agissent  en  sens 
contraires.  Il  est  visible  , d’ailleurs , que  l’on  doit  égale- 
ment donner  des  signes  contraires  aux  coordonnées  x 
et  y,  suivant  qu’elles  se  trouvent  comptées  sur  les  par- 
ties positives,  ou  sur  les  parties  négatives  des  axes 
Ax,Ay. 


38.  On  peut  remarquer  d’ailleurs  que  les  produits 


Vx,  P y donnent  respectivement  la  mesure  des  actions 


par  rapport  à ces  axes,  en  attribuant  ici  au  terme  mo- 


le n°  35.  De  même  les  produits  RX,  RY  représentent 
les  moments  de  la  résultante  R,  pris  par  rapport  aux 
mêmes  axes.  Ainsi , l’on  voit  par  ce  qui  précède , que  le 


ments  des  forces  composantes , ces  moments  étant  pris 
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exercées  par  la  force  P,  pour  faire  tourner  le  système 
autour  de  l’axe  des  y et  de  l’axe  des  x , axes  qui  sont 
perpendiculaires  à la  direction  de  cette  force.  Ils  repré- 
sentent ce  qu’on  nomme  les  moments  de  la  force  P,  pris 


ment  un  sens  analogue  à'celui  qui  lui  a été  donné  dans 


moment  de  la  résultante  d’un  système  quelconque  de 
forces  parallèles  est  toujours  égal  à la  somme  des  rao- 
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par  rapport  à une  ligne  quelconque  perpendiculaire  aux 
directions  des  forces. 

De  plus , la  somme  des  moments  des  forces  pris  par 
rapport  à un  axe  mené  perpendiculairement  à leurs  di- 
rections par  un  point  quelconque  de  la  direction  de  la 
résultante , est  toujours  nulle. 

39.  A l’égard  du  cas  particulier  où  les  deux  résul- 
tantes partielles  agissant  en  sens  contraires , qui  ont  été 
désignées  par  Q,  et  Qa , seraient  égales , les  forces  du 
système  sont  alors  réduites  à un  couple.  Il  ne  peut  donc 
y avoir  de  résultante  unique.  Le  plan  dans  lequel  agit 
le  couple  est  celui  qui  contient  les  directions  des  deux 
forces  égales  Qt  et  Q,.  La  distance  de  ces  directions  est 

\/  (S.P.-r,— S.P,  jr,)’+(S.P,y,— 

et  par  conséquent  le  couple  tend  à faire  tourner  le 
système  autour  d’un  axe  quelconque  perpendicu- 
laire à son  plan  avec  une  énergie  mesurée  par  le  mo- 
ment 

VtS.P.x,— S.P.x.)M'(S.P^1-S.P1)*  = |/(S.Px)*+(S.P^)’. 

40.  Enfin  l’existence  de  l’équilibre  dans  le  système 
exigeant  évidemment  que  les  deux  résultantes  partielles 
Q,  et  Q,  soient  égales  et  directement  opposées,  c’est-à- 
dire  que  la  distance  de  ces  deux  directions  soit  nulle, 
les  conditions  de  cet  équilibre  sont  exprimées  par  les  trois 
équations 

S.P=0,  S.Px=0,  S.Pj'=0. . 

La  somme  des  forces  est  nulle , aussi  bien  que  la  somme 
des  moments  des  forces  pris  par  rapport  à une  ligne 
quelconque  perpendiculaire  à leurs  directions. 


Autre  méthode  pour  obtenir  les  résultats  précédents. 

41.  On  voit  qu’il  est  indispensable , pour  acquérir  une 
connaissance  complète  des  conditions  de  l’équilibre  et 
de  la  composition  d’un  système  quelconque  de  forces 
parallèles,  d’avoir  égard  aux  cas  où  ces  forces  se  rédui- 
raient à un  seul  couple  , cas  dans  lequel  l’équilibre  est 
impossible,  et  les  forces  ne  peuvent  être  composées  en 
une  résultante  unique.  La  considération  directe  des 
couples  donne  les  moyens  de  résoudre  d’une  manière 
très-simple  les  questions  dont  il  s’agit.  Nous  exposerons 
en  premier  lieu  des  notions  générales,  d’après  lesquelles 
on  reconnaît  que  les  couples  peuvent  être  composés  et 
décomposés  d’après  des  lois  analogues  à celles  qui  con- 
viennent aux  simples  forces. 

Après  avoir  distingué , comme  on  l’a  fait  dans  le  n"  35, 
en  quoi  consiste  l’action  d’un  couple  , on  conçoit  aisé- 
ment qu’à  un  couple  donné  formé  de  deux  forces  op- 
posées P,  dont  les  directions  sont  distantes  de  ■®-,  on 
peut , sans  que  l’action  exercée  sur  le  plan  matériel  soit 
changée,  substituer  tout  autre  couple  dirigé  d’une  ma- 
nière quelconque  par  rapport  au  premier,  et  formé  de 
deux  forces  opposées  P'  dont  les  directions  sont  distantes 
de-æ-',  pourvu  que  l’on  aitseulement  l’égalité  V'tS!=P‘ZO', 
et  que  les  deux  couples  tendent  à faire  tourner  le  plan 
matériel  dans  le  même  sens. En  effet,  soient  aa,  bb[fig.  1 3) 
les  directions  des  forces  P du  premier  couple,  et  aa' , bb 
les  directions  des  forces  du  second  couple.  Supposons  les 
forces  P appliquées  aux  points  a, b de  leurs  directions. 
On  pourra  les  supprimer  en  les  remplaçant  par  les  com- 
posantes P”,  dirigées  suivant  aa  et  bb' , et  par  les  com- 
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posantes  Q,  dirigées  suivant  ab.  Or  ces  dernières  forces 
Q,  étant  égales  et  opposées,  se  détruisent  réciproque- 
ment. Les  forces  P du  premier  couple  sont  donc  entiè- 
rement remplacées  par  les  forces  P'  qui  formeront  le  se- 
cond couple.  Mais  les  forces  P, P'  sont  évidemment 
entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des  longueurs  des 
perpendiculaires  an,  an.  Donc  l’on  a P'®-'  = 

ft.2.  Il  est  évident , d’après  ce  qui  précède , qu’étant 
donnés  plusieurs  couples  placés  dans  un  plan  matériel, 
dont  les  moments  sont  représentés  respectivement  par 
P'®,,P,'®'\P'W',  etc.,  ces  couples  peuvent, sans  que  l’ac- 
tion exercée  sur  le  plan  matériel  soit  changée , être  rem- 
placés par  un  couple  unique,  formé  de  deux  forces  R, 
égales  etagissant  en  sens  contraires,  dont  les  directions 
soient  distantes  de  p,  les  quantités  R et  p satisfaisant  à 
l’équation 


Rp — P'®4-P,'®'+P  W'+etc...,  ou  Rp=S.P/®. 


En  effet,  nous  pouvons , par  la  proposition  précédente  , 
substituer  aux  couples  proposés  de  nouveaux  couples , 
dirigés  suivant  deux  lignes  parallèles  quelconques  di- 
stantes de  p , pourvu  que  nous  réduisions  les  forces 

P, P', P",  etc.,  dans  les  rapports  ~ , etc.  Donc  ces 

P P P 

forces  s’ajouteront  et  donneront , suivant  chaque  ligne, 
une  force  R , dont  la  valeur  sera 


R=P.-+P'  — +P"^+etc. 

P p P 

11  faut  remarquer  d’ailleurs  que  dans  cette  formation 
du  couple  résultant , les  forces  provenant  respective- 


ment  des  couples  qui  tendent  à faire  tourner  le  plan 
matériel  dans  un  sens  ou  dans  l’autre  se  trouveront  op- 
posées. Ainsi  l’on  doit , dans  l’équation  précédente , 
donner  des  signes  dillérentsaux  moments  P^qui  appar- 
tiennent à des  couples  agissant  en  sens  opposés.  Le 
signe  de  la  somme  S. P -^indiquera  le  sens  de  l’action  du 
couple  résultant. 

43.  Nous  remarquerons,  déplus,  que,  sans  changer 
l’action  exercée  sur  un  système  quelconque  de  points 
matériels  , on  peut  remplacer  un  couple  par  tout  autre 
couple  placé  dans  un  plan  parallèle  au  sien , pourvu  que 
les  moments  des  deux  couples  soient  égaux,  et  qu’ils 
tendent  à faire  tourner  le  système  dans  le  même  sens. 
En  effet,  soit  un  couple  formé  des  deux  forces  égales  P 
agissant  en  sens  opposés  aux  extrémités  de  la  ligne  aa 
(fig.  14).  Traçons  dans  un  plan  parallèle  à celui  deces  deux 
forces  la  ligne  bb  égale  et  parallèle  à aa  , puis  les  deux 
lignes  ab,  ab  qui  se  couperont  en  c au  milieu  de  leurs 
longueurs.  Toutes  ces  lignes  étant  supposées  assujetties 
invariablement  les  unes  aux  autres  et  au  système  dont 
le  couple  fait  partie,  on  ne  changera  rien  à l’état  de  ce 
système  en  appliquant  aux  points  b, b deux  forces  égales 
et  parallèles  aux  forces  P agissant  en  sens  contraires,  et 
au  point  c quatre  forces  semblables,  qui  se  détruisent 
deux  à deux.  Si  maintenant  on  supprime  les  forces  qui 
se  font  respectivement  équilibre  sur  les  leviers  ab,ab, 
il  restera  seulement  deux  forces  P agissant  en  sens 
opposés  aux  extrémités  de  la  ligue  bb , c’est-à-dire  le 
couple  proposé  transporté  parallèlement  à lui -même 
dans  un  autre  plan  parallèle  au  sien. 

44.  En  réunissant  cette  proposition  à celle  des  n05  4 0 
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cl  4-1  on  voit  comment  on  peut  composer  plusieurs 
couples  quelconques  agissant  dans  des  plans  parallèles. 
Le  couple  résultant  est  placé  dans  un  plan  quelconque 
parallèle  à ceux  des  couples  composants,  et  son  mo- 
ment est  égal  à la  somme  des  moments  des  couples  com- 
posants, somme  dans  laquelle  ou  doit  donner  des  signes 
contraires  aux  moments  des  couples  qui  tendent  à faire 
tourner  le  système  en  sens  opposés. 

45.  Considérons  actuellement  deux  couples  placés  dans 
des  plans  non  parallèles.  Quels  que  soient  ces  couples 
on  peut  les  ramener  : lô  .4  être  formés  tous  les  deux  par 
des  forces  égales  P ; 2°  à ce  que  les  directions  de  l’une 
des  forces  soient  placées  dans  la  commune  intersection 
des  plans  dans  lesquels  ces  couples  sont  placés.  Soient 
AA  ( fig . 15)  cette  commune  intersection,  et  AB,  AC  les 
perpendiculaires  à cette  ligne  qui  mesurent  respecti- 
vement dans  les  plans  des  deux  couples  les  distances 
des  directions  des  forces  P dont  ils  sont  formés.  Les  mo- 
ments des  deux  couples  proposés  seront  exprimés  res- 
pectivement par  P. AB  et  P.  AC  ; l’angle  BAC  sera  l’angle 
des  plans  de  ces  couples.  Cela  posé,  achevons  le  paral- 
lélogramme dont  AB,  AC  sont  deux  côtés,  et  traçons 
les  deux  diagonales  AD, BC.  Ces  lignes  étant  supposées 
liées  invariablement  entre  elles  et  au  système  dont  les 
couples  proposés  font  partie,  on  ne  changera  rien  à l’état 
de  ce  système  en  plaçant  au  point  D deux  forces  égales 
et  parallèles  aux  forces  P et  agissant  en  sens  contraires  , 
et  au  point  E quatre  forces  semblables  qui  se  détruisent 
deux  à deux.  Et  si  l’on  supprime  ensuite  les  forces  qui 
se  font  réciproquement  équilibre  sur  les  deux  leviers 
AD,  BC,  il  restera  deux  forces  P agissant  dans  un  sens 


m ^ 


-'7 


opposé  aux  extrémités  de  la  diagonale  AD  ; c'est-à-dire 
un  couple  situé  dans  le  plan  AAD,  dont  le  moment  est 
P. AD.  Ainsi  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  lignes  qui  représentent  la  direction  des  plans 
des  couples  composants  et  les  moments  de  ces  couples  , 
représente  la  direction  du  plan  du  couple  résultant  et  le 
moment  de  ce  couple. 

46.  Cette  proposition  peut  aussi  être  présentée  de  la 
manière  suivante  : l’action  d’un  couple , comme  on  l’a 
remarqué  n°35,  tend  à faire  tourner  le  plan  dans  lequel 
il  agit  autour  d’un  point  quelconque  pris  dans  ce  plan. 
Plus  généralement,  l’action  d’un  couple  tend  à faire  tour- 
ner le  système  auquel  il  est  appliqué  autour  d’une  ligne 
droite  quelconque  perpendiculaire  au  plan  du  couple. 
Appelons  une  telle  ligne  l’axe  du  couple  : on  pourra  la 
placer  où  l’on  voudra  dans  l’espace , pourvu  qu’elle  reste 
perpendiculaire  au  plan  du  couple;  et  comme,  parle 
n°  43,  un  couple  peut  être  transporté  dans  un  plan  quel- 
conque parallèle  au  sien  sans  que  l’état  du  système  soit 
changé,  l’action  d’un  couple  est  complètement  définie 
quand  on  a donné  la  direction  de  son  axe  et  la  valeur  de 
son  moment.  Cela  posé , on  voit  aisément  f par  len”  45  , 
que  si  l’on  prend  deux  lignes  qui  représentent  en  direc- 
tion les  axes  de  deux  couples , et  en  grandeur  leurs  mo- 
ments, la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
cesdeux  lignes  représentera  en  direction  l’axe  du  couple 
résultant , et  en  graudeur  le  moment  de  ce  couple. 

Ainsi , les  couples  peuvent  être  composés  et  décom- 
posés suivant  les  mêmes  lois  que  les  forces;  et  comme 
on  peut  toujours  transporter  l’axe  d’un  couple  parallè- 
lement à lui-même  dans  un  point  quelconque  fie  l es- 
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pnce , on  voit  que  les  règles  exposées  dans  l'article  II 
pour  la  composition  des  forces  appliquées  à un  point 
matériel  donnent  complètement  la  composition  des 
couples. 

47.  Cherchons  maintenant  les  conditions  de  l’équilibre 
de  plusieurs  forces  parallèles  appliquées  à un  système 
formé  de  points  matériels  disposés  d’une  manière  quel- 
conque et  dont  les  distances  mutuelles  sont  invariables. 
Représentons  , comme  dans  le  n°  36,  par  P l’une  de  ces 
forces,  et  par  x,y  les  coordonnées  du  point  où  sa  di- 
rection rencontre  le  plan  des  xy  mené  perpendiculai- 
rement aux  directions  de  toutes  les  forces.  Sans  rien 
changer  à l’état  du  système,  on  peut  appliquer  à l’origine 
des  coordonnées  deux  forces  égales  à P et  agissant  en 
sens  contraires  ; en  faisant  la  même  chose  pour  toutes  les 
forces,  elles  se  trouveront  remplacées  par  d’autres  forces 
agissant  dans  le  même  sens  qu’elles-mêmes  , appliquées 
à l’origine,  et  par  des  couples  dirigés  dans  des  plans  pas- 
sant par  l’axe  des  z,  et  dont  l’un  quelconque  des  moments 
sera  représenté  par  P.j/ x'+y\ 

L’équilibre  du  système  exigera  donc  en  premier  lieu 
que  les  forces  appliquées  à l’origine  se  détruisent,  ou 
que  l’on  ait 

S.P=0. 

En  second  lieu,  il  faudra  qu’en  composant  les  cou- 
ples donnés  par  chacune  des  forces,  le  moment  du 
couple  résultant  soit  nul.  Or,  le  couple  donné  par  la 
force  P peut  être  remplacé  par  deux  autres  agis- 
sant dans  les  plans  des  zx  et  des  zy  parallèlement  aux 
directions  des  forces  proposées,  et  dont  les  moments 


♦ 


. 


H 


t : " 


â.  Jr 


M 
L>  I 


t I 

f ■ I 


cdifllL' 


^PK_PH  R Æ • !fs^î  i H 

— 39  — 

sont  respectivement  Px,  Py.  Tous  les  couples  donnés 
par  les  forces  proposées  peuvent  donc  être  remplacés 
par  deux  autres  couples  placés  dans  les  plans  dont  on 
vient  de  parler,  et  dont  les  moments  sont  respective- 
ment S. Par,  S.Py.  L’existence  de  l’équilibre  exigeant 
que  le  moment  du  couple  résultant  soit  nul,  il  faudra 

donc  que  l’on  ait  encore  les  équations 

liiyv.:.  , , ^.;Wj  • 

S.Pj?  = 0,  S.Py^O. 

r 

Les  trois  équations 

S.P=0,  S.Px=0,  S.Px=0, 


expriment  complètement  les  conditions  de  l’équilibre  du 


système.  La  première  apprend  que  la  somme  des  forces 


«P 


doit  être  nulle.  Les  deux  autres  indiquent  que  la  somme 
des  moments  des  forces  pris  par  rapport  à deux  axes 
menés  perpendiculairement  à leur  direction  doit  être 
nulle.  Si  cette  dernière  condition  a lieu  pour  deux  axes 
quelconques  perpendiculaires  à la  direction  des  forces, 
et  non  parallèles  entre  eux  , elle  subsistera  également 
pour  tout  autre  axe  également  perpendiculaire  à cette 
direction. 

48.  La  résultante,  si  elle  existe,  devant  être  égale  et 
directement  opposée  à la  force  qui  établirait  l’équilibre 
dans  le  système  , on  a évidemment,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, en  désignant  cette  résultante  par  R,  et  par  X , Y, 
les  coordonnées  du  point  où  sa  direction  coupe  le  plan 
des  xy, 

R=S.P,  RX=S.Px,  RY=S.P^  ; 
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composantes;  2°  le  moment  de  la  résultante  pris  par 
rapport  à un  axe  quelconque  perpendiculaire  aux  di- 
rections des  forces  données  doit  être  égal  à la  somme 
des  moments  des  forces  composantes  pris  par  rapport 
au  même  axe.  Cette  dernière  condition  aura  lieu  pour 
tous  les  axes  semblables , si  elle  subsiste  pour  deux  de  ces 
axes  non  parallèles  entre  eux 

On  voit  aussi  que  la  somme  des  moments  des  forces 
est  nulle  lorsque  l’on  prend  ces  moments  par  rapport 
à un  axe  quelconque  mené  par  un  point  de  la  direc- 
tion de  leur  résultante  et  perpendiculairement  à cette 
direction. 

49.  Si  l’on  a R = 0 sans  avoir  en  même  temps  S.Px=0 
et  S.Py=0,  les  forces  n’auront  pas  une  résultante  uni- 
que : elles  se  réduiront  à un  couple  dont  les  couples 
composants  situés  dans  les  plans  zx,  zy  ont  respec- 
tivement pour  moments  S.Px  et  S.Py. 


50.  Représentons-nous  les  forces  proposées  dirigées 
parallèlement  les  unes  aux  autres,  et  appliquées  à divers 
points  formant  un  système  dont  la  figure  est  supposée 
invariable.  En  composant  les  deux  premières  forces  en 
une  seule , composant  ensuite  la  résultante  des  deux 
premières  avec  la  troisième  force , et  continuant  de  la 
même  manière,  on  connaîtra  la  résullante  des  forces 
proposées  si  elles  en  ont  une , et  l’on  déterminera  en 
même  temps  la  grandeur,  la  direction  et  le  point  d’ap- 
plication de  cette  résultante  On  remarquera,  déplus, 


Centre  des forces  parallèles. 


* 


que  la  situation  de  ce  point  d’application  dépend  uni- 
quement des  positions  respectives  des  points  d’applica- 
tion des  forces  proposées  et  des  intensités  de  ces 
forces  , et  nullement  de  leurs  directions  ; en  sorte  que 
l’on  pourrait  changer  d’une  manière  quelconque  ces 
directions  pourvu  qu’elles  restassent  toutes  parallèles 
entre  elles,  en  conservant  d’ailleurs  aux  forces  les 
mêmes  points  d'application  et  les  mêmes  intensités,  sans 
que  le  point  d’application  de  la  résultante  fût  changé. 

Ce  point  d’application  de  la  résultante  se  nomme 
centre  des  forces  parallèles.  Conservons  les  dénomina- 
tions des  n°.  36  et  suivants , et  appelons  de  plus 
z' ,z" ,z" , etc.  les  distances  des  points  d’application  des 
forces  P, P', P”,  etc.  au  plan  des  xy\  et  Z la  distance  du 
point  d’application  de  la  résultante  au  même  plan.  Il  est 
visible , d’après  les  n“*  37  et  39,  que  la  position  de  ce 
point  est  déterminée  par  les  trois  coordonnées 

V S.Pa:  v_S.Pr  „ S.Pz 

S.P’  S.P’  S.P’ 

puisque  le  centre  des  forces  parallèles  étant  toujours 
placé  sur  la  direction  de  la  résultante  , les  valeurs  des 
coordonnées  qui  déterminent  cette  direction  lorsqu’on 
suppose  successivement  les  forces  dirigées  parallèlement 
aux  trois  axes  des  z,  desj-  et  des  x,  doivent  appartenir 
au  point  dont  il  s’agit. 

51.  La  somme  des  moments  des  forces,  pris  par  rap- 
port à un  axe  quelconque  mené  perpendiculairement;! 
leurs  directions  par  le  centre  des  forces  parallèles,  est 
toujours  nulle.  Ainsi  les  forces  ne  tendent  pas  à faire 
tourner  le  système  en  aucun  sens  autour  de  ce  point. 
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Le  système  serait  donc  en  équilibre  si  le  point  dont  il 
s’agit  devenait  fixe,  quelles  que  fussent  d’ailleurs  les 
directions  des  forces  parallèles  par  rapport  aux  parties 
de  l’espace. 

52.  Si  le  système  des  forces  se  réduisait  à un  couple  , 
le  centre  des  forces  parallèles  n’existerait  plus. 

53.  Si  toutes  les  forces  désignées  par  P étaient 
égales  entre  elles,  les  expressions  dun”  50  deviendraient 


S.  JT 


S -.y 
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S. z 


en  appelant  n le  nombre  des  forces.  Le  point  auquel  ap- 
partiennent les  coordonnées  X,  Y,  Z ne  dépend  alors 
que  des  positions  respectives  des  points  d’application. 
On  le  nomme  centre  des  moyennes  distances , et  la  dé- 
termination de  ce  point  devient  une  recbercbe  de  pure 
géométrie. 

IV.  Composition  et  équilibre  de  plusieurs  forces  dirigées 

ARBITRAIREMENT  ET  APPLIQUÉES  A UN  STSTÈME  DE  POINTS 

MATÉRIELS  ASSUJETTIS  ENTRE  EUXd’üNE  MANIÈRE  INVARIABLE. 

54.  Considérons  un  système  formé  de  plusieurs* 
points  matériels  assujettis  entre  eux  d’une  manière  in- 
variable, auxquels  sont  appliquées  des  forces  dirigées 
d’une  manière  quelconque.  Soient,  P la  valeur  de  l’une 
de  ces  forces  exprimée  en  unité  de  poids  ; x,y,  z les  trois 
coordonnées  rectangulaires  de  son  point  d’application  ; 
«,  6,  y les  angles  que  sa  direction  forme  respectivement 
avec  les  axes  des  x , des  y et  des  z.  La  question  consiste: 
1°  à composer  toutes  les  forces  P en  une  résultante  uni- 
que , si  cela  est  possible , ou  du  moins  à réduire  le 


système  au  plus  petit  nombre  de  forces  qu’on  le 
pourra  ; 2«  à exprimer  les  conditions  nécessaires  pour 
que'  les  forces  dont  il  s’agit  se  fassent  mutuellement 
équilibre. 

Supposons,  en  premier  lieu,  le  système  des  forces 
proposées  en  équilibre , et  proposons-nous  d’exprimer 
les  conditions  de  cet  équilibre.  Admettons  que  chacune 
des  forces  P ait  été  décomposée  en  trois  forces  P cos.  « , 
P cos,  6,  P cos.  y,  respectivement  parallèles  aux  trois 
axes  des  x , desj^  et  des  z.  L’équilibre  du  système  ne 
sera  pas  altéré  si  l’on  applique  à l’origine  des  coordon- 
nées dans  des  directions  parallèles  aux  forces  Pcos.a, 
Pcos.6,  Pcos.y,  deux  forces  respectivement  égales  à cha- 
cune de  celles-ci  et  opposées  l’une  à l’autre.  On  aura 
alors,  au  lieu  du  système  proposé,  1»  un  système  de 
forces  appliquées  à l’origine  des  coordonnées  et  dirigées 
dans  le  sens  des  trois  axes  ; 2°  un  système  de  cou- 
ples formés  par  des  forces  dirigées  parallèlement  à 
ces  axes. 

On  voit  en  premier  lieu  que  l’équilibre  de  ce  système 
exige  que  les  forces  appliquées  à l’origine  se  détruisent 
réciproquement,  ou  que  leur  résultante  soit  nulle  : ce 
qui  donne  les  trois  équations 

S.Pcos.a=0,  S.Pcos.g=0,  S.Pcos.y=0. 

Il  faudra  en  second  lieu  que  tous  les  couples  produits 
par  chacune  des  forces  Pcos.a,  Pcos.g,  Pcos.y  se  détrui- 
sent entre  eux,  ou  que  le  moment  du  couple  résultant 
soit  nul.  Or  le  couple  produit  par  la  force  P cos. a,  dont  le 
moment  est  Pcos.a.J/j^’-t-^’,  peut  être  remplacé  par 
deux  autres  couples  agissant  dans  les  plans  des  xy  et 


desj'z,  dont  les  moments  seront  Pj'cos.*,  et  Pzcos.z. 
Le  couple  produit  par  la  force  P cos. 6,  dont  le  moment 
est  P cos.e^x'+z',  peut  être  remplacé  par  deux  autres 
couples  agissant  dans  les  plans  des  xy  etdesyz,  dont  les 
moments  seront  Par  cos. 6 et  Pzcos.g.  Enfin  le  cou- 
ple produit  par  la  force  Pcos.y,  dont  le  moment  est 
Pcos.y-l/x'+y' , peut  être  remplacé  par  deux  autres  cou- 
ples agissant  dans  les  plans  des  xz  et  dcsy'z,  dont  les  mo- 
ments seront  Pxcos.y  et  Pycos.y.  Au  moyen  de  cette 
décomposition  , tous  les  couples  seront  remplacés  par 
d’autres  qui  agissent  dans  les  trois  plans  coordonnés. 
Ceux  qui  sont  dirigés  dans  le  plan  des  xy  donneront  en 
les  composant  un  couple  résultant  partiel  dont  le  moment 
sera  S.P^cos.» — a: cos. 6);  ceux  qui  sont  dirigés  dans  le 
plan  des  xz  en  donneront  un  dont  le  moment  sera 
S.P(xcos.'/- — z cos. a);  et  ceux  qui  sont  dirigés  dans  le 
plan  des  yz  en  donneront  un  dont  le  moment  sera 
S.P(zcos.6 — y cos. 7).  Les  expressions  précédentes  sont 
écrites  en  supposant  que  l’on  prenne  positivement  les 
moments  des  couples  qui  tendent  à faire  tourner  le  sys- 
tème dans  le  sens  de  a:  vers  z,  de  z vers  y,  dey  versa;, 
et  négativement  les  moments  des  couples  qui  tendent  à 
le  faire  tourner  dans  le  sens  opposé.  Les  trois  couples 
se  composeront  en  un  seul , dont  le  moment  ne  peut 
être  nul , à moins  que  chacun  des  moments  des  couples 
composants  ne  soit  nul , ce  qui  donne  les  trois  équations 

S.P(ycos.« — arcos.Ç)=0,  S.P(arcos.y — scos.a)=0 

S.P(scos.6— ycos.7)=0, 

lesquelles,  réunies  aux  précédentes,  expriment  complè- 
tement les  conditions  de  l’équilibre  du  système. 
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55.  Ces  trois  dernières  équations  peuvent  être  écrites 
d’une  manière  plus  simple. Désignons  respectivement  par 
^>,<7, /les  plus  courtes  distances  de  la  direction  de  la  force 
P aux  axes  des  x,  des  y et  des  z.  Soit  mp[/ig.  IC)  la 
projection  de  la  direction  de  la  force  P sur  le  plan  ver- 
tical des  y z : la  plus  courte  distauce/?  de  cette  direction 
à l’axe  desx  se  projettera  sur  le  même  plan  en  A p per- 
pendiculaire à mp.  On  reconnnaîtra  facilement  d’ail- 
leurs que  la  direction  de  la  force  P formant  avec  le 
plan  des  yz  un  angle  complément  de  a , l’angle  com- 
pris entre  sa  projection  mp  et  l’axe  des  y a pour  cosi- 

COS.  6 

• ; et  quel  angle  compris  entre  cette  meme  pro- 
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jection  et  l’axe  des  z a pour  cosinus  — Donc  on 


aura 


p = z.- 


cos.6 


cos, 7 


«SS. 


sm.a  sin.  « 
On  trouvera  de  la  même  manière 


COS. 7 COS. a COS. a 

fi—x'TT~.~z  ~r^7'>  et  r=y-: 


cos.e 

-x.-: . 

sin.7 


sin.a  sin. <5’  ' sin.y 

Les  trois  équations  dont  il  s’agit  peuventdonese  changer 
en 

S P/«in.a=rO,  S.P(7sin.6=0,  S.Prsin.7=0, 

Les  trois  équations 

S.Pcos.a=0,  S.Pcos.6  =0,  S.Pcos.y=0, 
se  rapportent  ii  Y équilibre  de  translation.  Elles  expri- 
ment que  la  somme  des  forces  proposées  estimées  paral- 
lèlement aux  trois  axes  est  nulle;  et  par  conséquent 
que  la  somme  de  ces  forces  estimées  parallèlement  à 
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une  ligne  quelconque  est  également  nulle.  Les  trois 
autres  équatioüs  se  rapportent  à l’ équilibre  dé  rotation. 
Elles  expriment  que  la  somme  des  moments  des  forces 
pris  par  rapport  à chacun  des  trois  axes  , moments  qui 
mesurent  l’énergie  avec  laquelle  les  forces  tendent  à 
faire  tourner  le  système  autour  de  ces  axes  est  nulle , 
et  l’on  en  conclut  que  la  somme  des  moments  des  for- 
ces pris  par  rapport  à une  ligne  quelconque  sera  égale- 
ment nulle. 

56.  Admettons  en  second  lieu  que  le  système  des 
forces  proposées  ne  soit  pas  en  équilibre.  Elles  peuvent 
alors  se  réduire  à une  force  unique  qui  en  est  la  résul- 
tante, ou  une  telle  réduction  est  impossihle.  Si  elles  se 
réduisent  à une  force  unique , on  établira  l’équilibre 
dans  le  système  en  appliquant  une  force  égale  et  direc- 
tement opposée  à cette  résultante.  Donc  en  désignant 
celle-ci  par  R,  par  a,b,c  les  angles  que  sa  direction 
forme  avec  les  axes,  et  parX,  Y,  Z les  coordonnées  de 
son  point  d’application , on  aura  les  six  équations 


S.Pcos.* — Rcos.a=0, 

S.Pcos.6 — Rcos.è=0 , 

S.Pcos.  y — Rcos.c=0 , 

S.Pfj'cos.a — .rcos.6) — R(Ycos.a — Xcos.è)=0, 
S.P(xcos.y — z cos. a) — R(Xcos.c — Ycos.«)=0  , 
S.P(z  cos. 6 — yc.os.y)  — R(Zcos.& — Ycos.c)  =0; 


dont  les  trois  premières  donnent 


R=j/  (S. Pcos.a)’+ (S.Pcos. 6)’4*(S.Pcos.7)‘ 


cos. a 


S.Pcos 


R 


cos.è= 


S.Pcos.6 


R 


cos.c  = 


S.Pcos. 7 
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et  les  (rois  autres 

S.P(y  cos.a — .r  cos. 6) — Y.S.Pcos.a+X.S.Pcos.Ç=0 
S.P(jrcos.y — s cos.a) — X.S  Pcos.y+Z  S.Pcos.a=0 
S.P(scos.  6— .ycos.y)  — Z.S.Pcos.E+Y.S.Pcos.y  =0. 

Ces  dernières  équations  ne  peuvent  déterminer  les  coor- 
données X,Y,Z.  En  les  éliminant  on  trouve  l’équation 
de  condition 


0=  S.Pcos.a.S.P(z  cos. 6 — .ycos.y) 

+ S.Pcos.6  S.P(jrcos.y — z cos. a) 
+ SPcoS.y.S.P^COS.a — JTCOS.6)^ 


qui  doit  être  vérifiée  pour  que  les  trois  équationsdont  il 
s’agit  puissent  subsister  ensemble  , et  appartenir  aux 
projections  d’une  même  ligne  droite  qui  sera  la  direction 
de  la  résultante  des  forces  du  système. 

57.  Si  l’équation  de  condition  précédente  n’est  point 
vérifiée , les  forces  proposées  ne  peuvent  se  réduire  à une 
résultante  unique.  Mais  elles  se  trouvent  réduites  par 
len°  54-  à une  force  appliquée  «à  l’origine,  qui  est  la  ré- 
sultante des  forces  S.  P cos.  a,  S.Pcos.6,  S. P cos. y dirigées 
suivant  les  axes  des  x , des  y et  des  z , et  à un  couple 
unique  qui  estle  couple  résultant  des  trois  couples  agis- 
sant dans  les  plans  des  xy,  des  xz  et  desjyz,  dont  les 
moments  sont  respectivement 

S P^cos.x— jtcos.6),  S P( JTcos.y — zeos.a), 

S. P (zeos.ê— ^COS.y). 


Or  on  peut  composer  la  force  appliquée  à l’origine  avec 
une  des  forces  du  couple  : ainsi  le  système  peut  toujours 
être  réduit  à deux  forces  seulement. 

58.  La  considération  de  la  force  et  du  couple  dont 
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il  s’agit  peut  d’ailleurs  faire  reconnaître  immédiatement 
la  condition  analytique  à laquelle  il  faut  satisfaire  pour 
que  les  forces  proposées  se  réduisent  à une  résultante 
unique.  En  ellet  cette  réduction  aura  lieu  si  la  direction 
de  la  force  est  comprise  dans  le  plan  du  couple , ou  si 
la  direction  de  la  force  est  perpendiculaire  à l’axe  du 
couple , condition  qui  est  exprimée  par  l’équation  obte- 
nue ci-dessus. 

59.  On  peut  remarquer  aussi  que  les  trois  dernières 
équations  posées  n°  56  peuvent  s écrire 

S. Pcos.ce (y — Y) — S.Pcos.6(x — X)— 0 , 

S.Pcos.6(.r — X) — S-Pcos.a(z— Z)  =0  , 

SPcos.y  (z — Z) — S.Pcos-7(y — Y)=0  ; 

elles  expriment  visiblement  que  la  somme  des  moments 
des  forces  du  système  pris  par  rapport  «à  trois  axes  paral- 
lèles aux  axes  des  z,  desjy  et  des  x , menés  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont X,\ ,Z  est  nulle.  Or  cette  pro- 
priété doit  subsister  pour  un  point  quelconque  de  la 
direction  de  la  résultante , si  cette  résultante  existe. 
Donc  il  y aura  une  résultante  unique  si  ces  trois  équa- 
tions peuvent  être  vérifiées  par  les  mêmes  valeurs  des 
trois  coordonnées  X,^,Z. 

Cas  où  toutes  les  forces  appliquées  au  système  sont  dirigées 
dans  un  même  plan. 

60-  En  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  des  direc- 
tions des  forces,  il  est  visible,  d’après  ce  qui  précède, 
que  les  conditions  de  l’équilibre  seront  données  par  les 
seules  équations 

S.Pcos.a  = 0,  S.Pcos.G  =0, 
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exprimant  que  la  résultante  des  forces  est  nulle  ; et 
S. P (ycos.a — arcos.6  = 0 , 

exprimant  que  le  moment  du  couple  résultant  est  éga- 
lement nul.  Cette  dernière  équation  peut  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

S.Pp=0, 

I 

où p désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  l’origine  des  coordonnées  sur  la  direction  de  la  force 
P , et  dans  laquelle  on  doit  donner  aux  moments  P/>  des 
signes  différents , suivant  le  sens  dans  lequel  les  forces  P 
tendent  à faire  tourner  le  système  autour  de  l’origine 
des  coordonnées. 

61.  On  reconnaît  également  que  l'on  a,  pour  la  déter- 
mination de  la  résultante  , les  conditions 


S.Pcos.a — Rcos.cz  = 0 , S.Pcos.G — Rcos.ù  = 0, 

d’où 

R = |/(S.PcOS.a)3-t-(S.PcOs.ë)\ 

S.Pcos.x  S.Pcos.G 

cos.cz  = — , cos .0  = 

H J\ 

et 

S.PO'cos.a — crcos.e)  — Y.S.Pcos.a-t-X.S.Pcos.6  = 0. 

Des  forces  quelconques  agissant  dans  un  plan  se  ré- 
duisent toujours  à une  force  unique  déterminée  par  ces 
équations,  à l’exception  du  seul  cas  où  i’oa  aurait 
SP  cos.  a = 0 et  SPcos.6  = 0,  ce  qui  donnerait  R=0. 
Les  forces  se  réduisent  alors  à un  couple  dont  le  mo 
ment  est  S.P(y  cos.tt — x cos.  6),  ou  S. Pp. 
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Conditions  de  l'équilibre  lorsqu’il  existe  un  point  fixe  au- 
tour duquel  le  système  peut  tourner  librement  dans  tous 
les  sens. 

62.  Admettons  que  l’origine  des  coordonnées  soit 
placée  dans  le  point  fixe  , et  supposons  comme  dans  le 
n"  54  que  chacune  des  forces  Pcos.  a,  Pcos.S,  Pcos.7  ait 
été  remplacée  par  une  force  égale  appliquée  à l’origine 
et  par  un  couple.  Les  forces  appliquées  à l’origine  étant 
ainsi  détruites  parla  résistance  du  point  fixe , le  système 
ne  pourrait  plus  se  mouvoir  que  par  l’effet  de  l’action 
des  couples.  L’équilibre  subsistera  donc  si  le  moment 
du  couple  résultant  est  nul , c’est-à-dire  si  l’on  a les  trois 
équations 

S.P(/cos.a — xcos.6)  =0,  S.Pfxcos.y — zcos.a)=0, 

S.P(zcos.6— ^ros.y)  =0 

Ainsi , un  système  dans  lequel  il  existe  un  point  fixe  est 
en  équilibre  lorsque  la  somme  des  moments  des  forces 
pris  par  rapport  à trois  axes  quelconques  passant  par 
le  point  fixe  est  nulle. 

63.  L’effort  exercé  sur  le  point  fixe  est  la  force  résul- 
tante des  trois  forces 

S. Pcos.  2,  S. Pcos.S,  S.  Pcos.  y 

qui  sont  dirigées  respectivement  dans  le  sens  de  l’axe 
des  x,  de  l’axe  desjy  et  de  l’axe  des  z. 

Conditions  de  l’équilibre  lorsqu’il  existe  dans  le  système 
deux  points  fixes. 

64.  Nous, admettrons  , pour  plus  de  simplicité,  que 
l’origine  des  coordonnées  est  placée  dans  l’un  des 
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points  fixes , et  que  l’axe  des  x est  la  ligne  droite 
qui  joint  ces  deux  points.  Leur  distance  sera  repré- 
sentée para.  * 

Si  le  système  est  en  équilibre,  ou  ces  forces  se  détrui- 
sent entre  elles , cas  dans  lequel  leurs  valeurs  vérifient 
les  six  équations  du  n°  54  ; ou  ces  forces  sont  détruites 
par  la  résistance  des  points  fixes  , et  dans  ce  dernier  cas 
les  six  équations  dont  il  s’agit  doivent  être  vérifiées 
lorsque  l’on  comprend  dans  le  système  des  forces  égales 
et  directement  opposées  aux  ellorts  exercés  sur  les  points 
fixes.  D’après  cela , si  nous  désignons  par  E,F,G  les 
trois  composantes  dans  le  sens  de  l’axe  des  x , de  l’axe 
des  y et  de  l’axe  des  z de  l’eflort  exercé  sur  le  premier 
point  fixe  placé  dans  l’origine  des  coordonnées;  et  par 
E',F',G'  les  trois  composantes  de  l’elïort  exercé  sur  le 
second  point  fixe  placé  dans  l’axe  des  x à la  distance  a du 
premier;  on  aura  évidemment 

S.Pcos.a — E — E'=0  et  S.Pfycos.x — jrcos.6)-t-F'a  = 0 

S.Pcos.6 — F — F'=0  S.P(jrcos.y — zcos.a)  — G'a=0 

S.Pcos.y — G— G'=0  S.P(zcos.G — ycos.y)  =0. 

Quelles  que  puissentêtre  les  forces  proposées , on  pourra 
toujours  trouver  des  valeurs  deE,F,G,  E'.F'.G',  qui  sa- 
tisfassent aux  cinq  premières  équations.  La  seule  condi- 
tion nécessaire  pour  que  l’équilibre  subsiste  est  donc  ex- 
primée ici  par  l’équation 

S.P(zcos.S — y cos.  y)  = 0, 

qui  doit  être  vérifiée  par  les  valeurs  des  forces  ; d’où  l’on 
conclut  que  le  moment  de  rotation  des  forces  pris  par 
rapport  à l’axe  passant  par  les  deux  points  fixesdoit  avoir 
une  valeur  nulle. 
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05.  Quand  d existe  deux  points  fixes  , le  système  ne 
peut  plus  que  tourner  autour  de  la  ligne  droite  passant 
par  ces  deux  points  : l’équation  précédente  exprime 
que  les  forces  ne  tendent  pas  à produire  un  tel  mouve- 
ment. Mais  si  l’on  ne  supposait  pas  que  les  deux  points 
dont  il  s'agit  fussent  entièrement  fixes . mais  seulement 
qu’ils  ne  peuvent  sortir  d’une  même  ligne  droite  don- 
née , il  faudrait  alors  attribuer  une  valeur  nulle  aux 
composantes  désignées  ci-dessus  par  E et  E'.  Ainsi , l’é- 
quilibre du  système  exigerait , outre  l’équation  précé- 
dente , l'équation 

S.Pcos.a=0, 

qui  exprime  que  la  somme  des  composantes  des  forces 
dans  le  sens  de  l’axe  de  rotation  a une  valeur  nulle. 

66.  La  première  équation  du  n°  6k  donne 

E+E'  =S.Pcos.a  ; 

et  les  quatre  équations  suivantes  , 

S.PQ'cos.a— .rcos.6)  S.Pfy'cos.ë — (x — a)cos.®-l 

r = , r=  

a a 

S.P(.rcos.7— scos.s)  S.P[(.z — a)  cos. y — zcos.al 

(j=  ■ - 1 - ■ ■■■  ti= — . 

a a 

Ainsi,  les  valeurs  distinctes  des  deux  efforts  E,E'  di- 
rigés dans  le  sens  de  la  ligne  qui  joint  les  deux  points 
fixes  ne  peuvent  être  déterminées  : on  connaît  seule- 
ment la  somme  de  ces  efforts.  Quant  aux  efforts  exercés 
perpendiculairement  à cette  ligne,  ils  sont  entièrement 
déterminés  par  les  équations  précédentes  pour  chacun 
des  deux  points  fixes. 

67.  Lorsque  toutes  les  forces  du  système  sont  diri— 
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gées  dans  des  plans  perpendiculaires  à la  ligne  qui  joint 
les  deux  points  fixes,  les  termes  contenant  cos.a  sont  nuis, 
et  l’on  a 


E+E'=0, 


S.P-rcos.S 

r = 

a 

^,_S.Pxcos.Y 

a 


F = 


S.P(a — xjcos.C 


G 


a 

S.P(a — x)cos.y 
a 


Il  n’existe  plus  d’efïort  dans  le  sens  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  points  fixes  ; et  les  efforts  dirigés  perpendicu- 
lairement à cette  ligne  sont  les  mêmes  qui  auraient  eu 
lieu  si  les  forces  du  système , sans  qu’on  les  sortît 
des  plans  où  elles  sont  situées , étaient  transportées 
parallèlement  à elles-mêmes  et  appliquées  à la  ligne  dont 
il  s’agit. 

68.  S’il  existait  dans  le  système  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  points  fixes  , l’équilibre  aurait  toujours  lieu, 
quelles  que  fussent  les  forces  appliquées  à ce  système. 
Quant  aux  valeurs  des  efforts  exercés  sur  les  points 
fixes  , elles  sont  alors  en  général  indéterminées.  Néan- 
moins , comme  les  efforts  dont  il  s’agit , pris  en  sens 
contraires  et  réunis  aux  forces  du  système , doivent'tou- 
jours  vérifier  les  six  équations  de  l’équilibre  du  n°  54, 
cette  condition  établit  dans  chaque  cas  particulier  des 
limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  sont  nécessairement 
comprises. 

L’indétermination  dont  on  vient  de  parler  est  un  ré- 
sultat nécessaire  de  l’hypothèse  d’une  rigidité  parfaite 
dans  les  parties  constituantes  du  système , ou  de  l’inva- 
riabilité absolue  de  la  figure  formée  par  les  points  ma- 
tériels auxquels  les  forces  sont  appliquées.  Celle  bypo- 
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thèse  est  une  abstraction  purement  mathématique  qu’il 
est  nécessaire  de  faire  pour  présenter  avec  simplicité 
• les  théories  de  l’équilibre , mais  qui  ne  s’accorde  pas 
exactement  avec  les  effets  naturels.  Dans  la  réalité , la 
figure  naturelle  d’un  corps  s’altère  toujours  un  peu 
lorsqu’il  est  soumis  à l’action  de  diverses  forces  ; et  les 
conditions  de  ces  changements  qui  dépendent  de  la 
nature  physique  du  corps,  jointes  aux  lois  générales 
de  l’équilibre  , donnent  toujours  tout  ce  qui  est  néces- 
saire pour  déterminer  complètement  l’état  du  système  , 
état  dont  il  est  évident  qu’aucun  élément  ne  peut  jamais 
demeurer  indéterminé  et  arbitraire. 

Conditions  de  l'équilibre  dans  le  cas  où  un  corps  solide 
soumis  à l’action  de  diverses  forces  s’appuie  par  un  ou 
plusieurs  points  contre  des  surfaces  fixes  données. 

69.  Supposons  d’abord  que  le  corps  solide  s’appuie 
par  un  seul  point  contre  une  surface.  Ce  point  ne 
pourra  se  mouvoir  dans  le  sens  de  la  normale  à la  sur- 
face ; mais  il  pourra  se  mouvoir  dans  une  direction  quel- 
conque perpendiculaire  à cette  normale;  et  de  plus  , 
le  corps  pourra  tourner  autour  d’une  ligne  quelconque 
passant  par  le  point  dont  il  s’agit.  D’où  l’on  conclut 
que  l’équilibre  exige  : 1°  que  les  forces  appliquées  au 
corps  solide  puissent  se  réduire  à une  résultante  uni- 
que; 2°  que  la  direction  de  cette  résultante  coïncide 
avec  la  direction  de  la  normale  à la  surface  menée  au 
point  d’appui.  Il  est  visible  d’ailleurs  que  le  sens  de 
l’action  de  la  résultante  doit  être  tel  qu’elle  tende  à 
appuyer  le  corps  contre  la  surface,  et  non  à l’en 
écarter. 
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70.  Si  le  corps  solide  s’appuie  par  deux  points  contre 
une  surface,  l’équilibre  subsistera  si  l’on  peut  faire 
coïncider  les  directions  des  deux  forces  auxquelles  les  • 
forces  proposées  peuvent  toujours  être  réduites,  avec 

les  deux  normales  à la  surface  menées  aux  points 
d’appui.  Et  si  les  forces  proposées  se  réduisent  à une 
résultante  unique,  il  sera  nécessaire  que  ces  deux 
normales  soient  situées  dans  un  même  plan , qui  con- 
tienne également  la  direction  de  la  résultante,  et  se 
rencontrent  en  un  point  qui  appartient  à cette  direc- 
tion. Il  faut  d’ailleurs,  comme  dans  le  cas  précédent, 
que  les  forces  tendent  h appuyer  le  corps  contre  la  sur- 
face, et  non  à l’en  écarter. 

71.  Si  le  corps  solide  s’appuie  par  trois  points  contre 

une  surface,  on  doit  considérer  que  la  résistance  delà 
surface  équivaut  à trois  forces  dirigées  suivant  les  nor- 
males menées  aux  points  d’appui , et  auxquelles  on 
peut  attribuer  des  valeurs  quelconques  en  fixant  conve- 
nablement le  sens  de  leur  action.  Si  l’on  peut  former 
avec  trois  semblables  forces  un  système  qui  détruise 
complètement  le  système  des  forces  proposées  , l’équi- 
libre demandé  subsistera.  Par  conséquent,  lorsque  les 
forces  proposées  sc  réduisent  à une  résultante  unique, 
l’équilibre  ne  peut  subsister  à moins  que  les  trois  nor- 
males à la  surface  ne  se  coupent  en  un  même  point  situé 
sur  la  direction  de  cette  résultante,  ou  à moins  que 
ces  trois  normales  ne  soient  parallèles  entre  elles  et  à la 
direction  de  la  résultante  , ces  quatre  lignes  étant  diri-  ' % 

gées  dans  un  même  plan , et  la  direction  de  la  résul- 
tante étant  comprise  dans  l’intervalle  des  normales 

dont  il  s'agit. 
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V.  Centres  de  gravité. 

• 72.  Dans  les  applications  de  la  mécanique  aux  tra- 

vaux  des  arts  , la  gravité  ou  la  force  qui  attire  tous 
les  corps  vers  le  centre  de  la  terre , est  regardée  comme 
agissant  suivant  des  directions  parallèles  à la  verticale, 
c’est-à-dire  à la  direction  du  fil  à plomb  , ou  de  la  per- 
pendiculaire à la  surface  des  eaux.  De  plus,  cette  force 
est  supposée  constante , c’est-à-dire  exerçant  toujours 
sur  chaque  partie  des  corps  une  action  dont  l’intensité 
est  toujours  la  même.  En  effet , les  dimensions  des  corps 
qui  sont  l’objet  de  nos  calculs,  ou  les  espaces  qu'ils  par- 
courent dans  leurs  mouvements,  sont  en  général  trop 
petits  pour  qu’il  soit  nécessaire  d’avoir  égard  au  chan- 
gement de  direction  delà  gravité,  ou  aux  variations 
que  subit  (comme  on  le  verra  dans  la  suite)  l’intensité  de 
cette  force.  Ainsi  les  notions  présentées  dans  l’article 
précédent  s'appliquent  immédiatement  aux  actions 
exercées  par  la  gravité  sur  divers  corps,  ou  sur  les  par- 
ties d’un  même  corps. 

73.  Considérons  en  premier  lieu  un  système  formé 
de  plusieurs  points  matériels  pesants  , assujettis  entre 
eux  d’une  manière  invariable.  Les  poids  respectifs  de 
ces  points  matériels  sont  autant  de  forces  verticales , et 
par  conséquent  parallèles  entre  elles,  par  .lesquelles 
ils  sont  sollicités.  Si  nous  désignons  par  P l’un  quelcon- 
que de  ces  poids,  et  par  z les  distances  du  point 
matériel  à trois  pians  rectangulaires,  les  distances 
X,Y,Z  du  «centre  des  forces  parallèles  aux  mêmes 
plans  seront  exprimées  d’après  le  n"  bO  par  les  for- 
mules 
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Quand  il  s’agit  de  poids , le  centre  des  forces  parallèles 
prend  le  nom  de  centre  de  gravité.  Ainsi  les  expres- 
sions précédentes  présentent  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  plusieurs  points  matériels  pesants , ex- 
primées en  fonction  des  coordonnées  de  ces  points  maté- 
riels , et  de  leurs  poids  respectifs. 

1W.  La  position  du  centre  de  gravité  relativement 
aux  parties  du  système  demeure  la  même  , quelle  que 
soit  la  situation  du  système  dans  l’espace.  Ce  système 
serait  en  équilibre  si  le  centre  de  gravité  devenait  fixe. 
Les  poids  de  tous  les  points  matériels  sont  donc  soute- 
nus lorsque  l’on  soutient  le  centre  de  gravité , comme 
si  toutes  les  parties  du  système  étaient  concentrées  dans 
ce  point. 

75.  Si  au  lieu  de  considérer  un  système  de  points 
matériels  pesants  on  considère  un  système  formé  de 
plusieurs  corps  solides  qui  ont  de  l’étendue  , on  pourra 
lui  appliquer  les  formules  du  n°  73.  Les  coordonnées 
x,y,  z appartiendront  respectivement  aux  centres  de 
gravité  de  chacun  de  ces  corps,  et  X,Y,Z  seront  les 
coordonnées  de  leur  centre  de  gravité  commun. 

76.  Les  mêmes  principes  s’appliquent  à la  recherche 
du  centre  de  gravité  commun  des  parties  d’un  même 
corps.  En  général  un  corps  n’est  pas  homogène  , en  sorte 
que  ses  parties  n’ont  pas  toutes  la  même  densité,  ou 
n’ont  pas  toutes  le  même  poids  sous  le  même  volume.’ 
Supposons  les  positions  des  divers  points  du  corps  rap- 
portées à trois  plans  rectangulaires  au  moyen  des  coor- 
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données  jc,  y,  z.  Nous  désignerons  par  <zs  le  poids  que 
les  parties  du  corps  présenteraient  sous  l’unité  de  vo- 
lume dans  le  .point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  et 
par  P le  poids  total  du  corps.'  Le  poids  de  l’élément  du 
volume  dx.dy.dz  qui  est  placé  dans  ce  point  sera  donc 
exprimé  par  <zsdx.dy.dz-,  elles  moments  de  ce  poids 
pris  par  rapport  aux  trois  axes  le  seront  respectivement 
par  'zsx.dx.dy.dz  , <zii y. dx.dy.dz,  <zs-z.dx.dy.dz. 

Ainsi,  nommant  P le  poids  total  du  corps , et  X,Y,Z  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité , nous  avons , confor- 
mément aux  principes  exposés  dans  les  articles  XXVIII 
et  XXIX  des  Leçons  d’ylnalyse  , 

P = fdxfdyfdz.'ZS  , 
fdx.xjdyfdz.<zs 
~ P 

__  fdxfdy.yfdz.-ZS 

P 

_ / dx  fdy f dz.'ZB-z 

Z= p • 

La  quantité  <zs  doit  être  donnée  et  exprimée  en  fonc- 
tion des  coordonnées  x,  y,  z on  substituera  sa  valeur 
dans  les  formules  précédentes.  La  figure  de  la  surface 
qui  termine  le  corps  doit  également  être  donnée  par 
une  équation  entre  x,  y,  z.  Les  limites  des  intégrales 
commencent  et  finissent  aux  valeurs  de  chaque  coordon- 
née qui  appartiennent  aux  limitesdu  corps.  Ainsi,  1°  l’on 
prendra  la  première  intégrale  par  rapport  à z entre 
•les  valeurs  de  z données  en  x et  y par  l’équation  de  la 
surface  qui  appartiennent  aux  deux  nappes  opposées 
entre  lesquelles  le  corps  est  compris  ; 2°  la  seconde  in  té- 
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grale , par  rapport  à y,  sera  prise  entre  la  plus  petite 
et  la  plus  grande  valeur  dey  que  donnera  l’équation  de 
la  surface  quand  on  y fera  varier  z seule  , valeurs  qui 
seront  exprimées  en  x ; la  troisième  intégrale  , par  rap- 
port à x,  sera  prise  entre  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  x qui  satisfassent  à l’équation  de  la 
surface. 

Lorsque  les  corps  ne  sont  point  enveloppés  par  une 
surface  dont  la  nature  puisse  être  définie  par  une  seule 
équation,  on  décompose  alors  les  intégrales  définies 
en  plusieurs  parties  dont  on  calcule  séparément  les 
valeurs  en  se  conformant  à ce  qui  vient  d’être  indiqué. 

77.  Si  la  densité  est  uniforme,  devient  un  facteur 
constant  qui  disparaît  dans  les  expressions  de  X,Y,Z. 
Ces  expressions  se  réduisent  alors  à 

V Jdx.xJdy.Jdz  v f dxf  dy.yfdz 

x= . X ’ 

f dxf  dyf  dz.z 

Z= Â ’ 

A désignant  le  volume  du  corps. 

78.  On  est  quelquefois  dans  le  cas  de  considérer  un 
corps  dont  une  dimension  est  fort  petite  ; c’est  ce  qu’on 
appelle  chercher  le  centre  de  gravité  d’une  surface. 
Supposons  cette  surface  donnée  par  une  équation  entre 
l’ordonnée  z et  les  abscisses  xy.  Soit-®-  la  valeur  du 
poids  de  la  surface  dans  le  point  dont  les  abscisses  sont 
x,jr,  pour  une  étendue  égale  à l’unité  de  surface.  Le 
poids  de  l’élément  de  l’aire  de  la  surface  placé  au  même 
point  sera  exprimé  par 
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Ainsi , nommant  comme  ci-dessus  P le  poids  total  du 
corps*  et  X,  Y,  Z les  coordonnées  du  centre  de  gravité , 
nous  aurons 


V=fdxfdy.v\y  (±)V( 

fdx.xjdy.?a\y  (~)  + 

$)** 

P 

fdxjdy.'&y'^/  (fjl)  + 

(è) +1 

P 

„ fdxfdy.^z \/  (J)  + 

On  doit  avant  les  intégrations  substituer  dans  les  for- 
dz  dz 

mules  pour  z,  —,  — leurs  valeurs  en  x,jr,  données  par 

l’équation  connue  de  la  surface.  Les  limites  des  intégrales 
sont  déterminées  par  les  valeurs  des  cordonnées  x , y 
qui  correspondent  aux  limites  de  la  surface.  On  doit 
également  substituer  pour  sa  valeur  en  fonction 
de  x,  y,  ' • 

79.  Si  la  densité  est  uniforme  , on  a simplement 
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A désignant  l’aire  de  la  surface. 

80.  Enfin  l’on  peut  considérer  un  corps  dont  deux 
dimensions  seraient  très-petites  , ce  qu’on  appelle  cher- 
cher le  centre  de  gravité  d’une  ligne.  Nous  supposerons, 
en  général,  cette  ligne  donnée  par  deux  équations, 
l’une  entre  y et  x , l’autre  entre  z et  x ; et  nous  désigne- 
rons par  'ZD-  la  valeur  du  poids  de  la  ligne,  pour  une  unité 
de  longueur,  qui  convient  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x,  y,  z.  Le  poids  de  l’élément  de  la  ligne  placé  à ce 
point  sera 


Par  conséquent  P représentant  le  poids  total  de  la  ligne, 
etX,Y,Z  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  nous 
aurons 


P = 


X = 


P 
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jdx^y\J  1 + (^)V  (£) 

P 

1 +(ë) + (£) 

p 


La  valeur  de-®-  , qui  doit  être  donnée  en  fonction  de  x, 

. dy  dz  , . - 

et  celles  de  y,  z,  ^r;,^r  , qui  Ie  sont  également,  doi- 
vent être  substituées  dans  ces  formules.  Les  intégrales 
sont  prises  entre  les  valeurs  de  x,  qui  répondent  aux 
points  extrêmes  de  la  ligne  proposée. 

81.  Si  les  poids  des  parties  égales  de-  cette  ligne 
sont  partout  les  mêmes,  les  expressions  de  X,  Y,  Z de- 
viennent 


_ , 


A 

2 

1 + 

(-Y 

\dx{ 

A 

jd. «y^i+(|)+( 

'dz  y 

A désignant  ici  la  longueur  de  la  ligne. 

82.  Il  convient  quelquefois  , pour  la  facilité  des  cal- 
culs , de  rapporter  les  points  des  corps  à d’autres  coor- 
données , mieux  appropriées  à leur  figure  que  ne  le  sont 
les  coordonnées  rectangulaires.  On  ne  s’arrêtera  pas  à 
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détailler  les  formules  générales  que  l’on  peut  obtenir  de 
cette  manière  et  qui  sont  toujours  déduites  des  mêmes 
principes.  Quelquefois  , aussi , la  figure  particulière 
des  corps  indique  sur-le-champ  un  mode  de  décompo- 
sition en  éléments  dillérentiels  parle  moyen  duquel  une 
- seule  opération  suffit  pour  déterminer  le  centre  de  gra- 
vité. On  reconnaît  immédiatement  que  si  un  corps  ho- 
mogène peut  être  partagé  en  parties  symétriques  par 
un  plan  , ou  plus  généralement  si  un  corps  quelconque 
peut  être  partagé  par  un  plan  vertical  en  deux  parties 
dont  les  poids  se  feraient  réciproquement  équilibre  au- 
tour d’un  axe  horizontal  placé  dans  ce  plan,  les  plans  • 
dont  il  s’agit  contiendront  nécessairement  le  centre  de 
gravité  du  corps.  Cette  seule  considération  suffit  quel- 
quefois pour  faire  connaître  ce  point.  Souvent  elle  en 
réduit  la  recherche  à celle  de  deux  ou  d’une  seule  coor- 
donnée. 

83.  Soit  par  exemple  un  solide  de  révolution  décrit 
autour  de  l’axe  des  x par  une  courbe  dont  l’ordonnée  y 
est  donnée  en  fonction  de  l’abscisse  x.  Le  centre  de  gra- 
vité est  évidemment  placé  dans  l’axe  des  a;.  De  plus,  on 
peut  partager  immédiatement  le  corps  en  éléments  dillé- 
rentiels compris  entre  des  plans  perpendiculaires  à cet 
axe.  L’élément  diflérentiel  du  volume  sera  vy'dx-,  et 
par  conséquent  le  corps  étant  supposé  homogène , l’ab- 
scisse X du  centre  de  gravité  du  volume  a pour  ex- 
pression 

Y _ f xfdx 

fy'dx  • 
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8i.  L’élément  diflérentiel  de 
solide  ,est 

• 2 nydx 


la  surface  du  même 


et  par  conséquent  l’abscisse  X du  centre  de  gravité  de  la 
surface  est 


X = 


fxydx\y  i+(^y 


f yda 


dy 


On  doit  substituer  dans  ces  formules  pour  j-  et  — leurs 

valeurs  en  x données  par  l’équation  de  la  courbe  géné- 
ratrice. Les  limites  des  intégrales  répondent  aux  valeurs 
de  x entre  lesquelles  sont  comprises  les  portions  du  solide 
que  l’on  considère. 

Un  calcul  semblable  pourrait  servir  à déterminer  le 
centre  de  gravité  du  volume  ou  de  la  surface  d’un  seg- 
ment formé  dans  un  ellipsoïde  par  un  plan  perpendicu- 
laire à l’un  des  axes  principaux,  puisque  le  centre  de  gra- 
vité dont  il  s’agit  serait  nécessairement  placé  dans  cet  axe. 

85.  Nous  appliquerons  les  notions  précédentes  aux  cas 
les  plus  simples. 

Le  centre  de  gravité  d’une  ligne  droite  supposée  char- 
gée de  poids  également  répartis  est  évidemment  au  mi- 
lieu de  sa  longueur. 

Considérons  un  arc  de  cercle  AM  [fig-  17).  Soit  m un 
point  quelconque  de  cet  arc,  « l’angle  compris  entre  le 
diamètre  AB  et  le  rayon  Cm  mené  à ce  point,  r le  rayon 
de  l’arc.  L’élément  de  la  longueur  de  l’arc  placé  enm  est 
rdu , et  la  distance  C p est/’cos.w.  Soit  de  plusü  l’angle 
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formé  avecÀB  par  le  rayon  CM  mené  à l'extrémité  de 
l'arc.  La  distance  X du  centre  de  gravité  de  cet  arc  au 
centre  C sera 

^ /■<&>.  rcos.w 

sin.ft 

nn  \ — r 

* 


X = 


X=; 


ra  ' a 

Ainsi  le  poids  du  sinus  de  l’arc  AM  placé  à l’extrémité 
opposée  B du  diamètre  horizontal  AB  ferait  équilibre 
autour  du  centre  C au  poids  de  cet  arc. 

La  valeur  précédente  de  X donne  également  la  po- 
sition du  centre  de  gravité  de  l’arc  MAN. 

86.  Soit  encore  un  arc  de  cycloïde  compté  du  som- 
met de  la  courbe.  On  a trouvé,  dans  le  n°  325  des  Le- 
çons it analyse , pour  l’expression  de  la  longueur  de 
cet  arc 


s — 2|/  2Ry,  d’o 


l’ordonnée^  étant  également  comptée  du  sommet  de  la 
courbe.  Ainsi  , nous  aurons  pour  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  cet  arc,  en  les  rapportant  au  même 
point 

. t-vf 

— ; ,*  OU 

2l/-2Ry 


X=‘ 


Comme  on  a 


2l/2R^ 


Y = 


O"  xdy* 

\ V y 

~~  2KT 

ï 

2 Vy 


2x\/y—^dx.\/ y ; 
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et  (en  écrivant  2R — y au  lieu  de  y dans  l’équalion  dif- 
férentielle de  la  cycloïde  qui  est  donnée  n®  178  des  Le- 

1/2R— Y 

çons  d’analyse ) dx—dy _ ; il  vient 

Kr 

= 2x\/y--2  [dy\/  2R—y 

= 2{o:V/ÿ+^(2R-r)*}. 

Donc 

X = x-?[(2R)^-(2R-r)*],  Y = \y' 

La  distance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  au  sommet 
de  la  courbe  est  le  tiers  de  l’ordonnée  du  point  extrême 
de  cet  arc. 

87.  Proposons-nous  de  trouver  le  centre  de  gravité 
de  l'aire  d’un  triangle.  Soit  pris  pour  plus  de  simplicité 
l’origine  des  coordonnées  au  sommet , en  plaçant  les 
axes  de  manière  que  celui  des  y soit  parallèle  à la  base. 
Supposons  les  directions  des  côtés  adjacents  données  par 
les  équations  y=px,  y=qx  et  représentons  par  a la  hau- 
teur. Jjes  formules  du  n°  79  se  réduisent  dans  le  cas 
d’une  aire  plane  à 

v _ fdx.xfdx  _ fdxfdyy 

et , puisque  les  intégrales  relatives  à y doivent  être 
prises  depuis  y=px  jusqu’à  y = qx,  ces  formules 
donnent 

a i 

dx.-x'(q'-p') 

O 

\ a'ü-p) 


ex 

1 dx.x* 
X=  . 


(?—/») 


1 » 

P) 
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c’est-à-dire 

X = ?a,  Y=^a(?+/>). 

Le  centre  de  gravité  cherché  est  placé  aux  deux  tiers 
à compter  du  sommet  de  la  ligne  droite  menée  de  ce 
point  au  milieu  de  la  base. 

On  parvient  à ce  résultat  d’une  manière  plus  simple 
en  observant  que  le  triangle  proposé  peut  être  décom- 
posé par  des  lignes  parallèles  à la  base  en  éléments 
différentiels  dont  les  centres  de  gravité  se  trouvent 
sur  la  droite  qui  joint  son  milieu  au  sommet  opposé. 
L’aire  de  l’élément  placé  à la  distance  x de  l’origine  est 
dx.x{q — p)  ; d'où  l’on  conclut 

\ dx.  x'{q—p) 

X = -=  2*. 

~ a'{q—p)  3 

Le  centre  de  gravité  d’une  figure  triangulaire  étant 
connu,  on  détermine  aisément  d’après  len»  75  le  centre 
de  gravité  d’une  figure  quelconque  formée  par  des  lignes 
droites. 

88.  Soit  maintenant  lé  segment  circulaire  MAN 

(fig.  17).  H suffira  de  considérer  sa  moitié  MAP,  et  de 

chercher  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  moitié 

au  centre  C par  la  seule  formule 

•v  _ fdx.xy 

A j . 

En  conservant  les  dénominations  du  n°85,  et  comp- 
tant les  x du  point  C , nous  avons  ici 

.r=r.cos.*> , dx— — rsin.w.du  , ^ =rsin.u. 
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La  formule  précédente  donne  donc  ici 


- £ • t* 

i t>  » * 

..  . ci 

' f ' 


c’est-à-dire 


/•^sin.’w.cos.u.  éL> 


r(Sï — sin.licos.fl) 


„ 2 sin.’iï 

X=  - r ; . 

3 U — sin.n.cos.tt 


%<*-  * 


<Vr 


89.  A l’égard  du  secteur  circulaire  CM  AN , comme 
on  peut  le  décomposer  en  éléments  différentiels  trian- 
gulaires qui  ont  tous  leurs  centres  de  gravité  placés 

2 

aux  - du  rayon , on  reconnaît  que  la  distance  du  centre 

de  gravité  de  ce  secteur  au  centre  C est  donnée  par  la 

2 

formule  du  n°  85 , multipliée  parle  facteur-;  c’est-à-dire 

O « 

que  cette  distance  a pour  expression 

2 sin.ft 

X=-r . 

3 il 

90.  Soit  une  pyramide  triangulaire  dont  le  sommet 
est  placé  à l’origine  des  coordonnées  rectangulaires , 
dont  deux  faces  sont  placées  dans  les  plans  des  xy  et 
des  xz , et  dont  la  base  est  parallèle  au  plan  des  yz. 
En  désignant  respectivement  par  y—px,  z = qx  les 
équations  de  deux  des  arêtes  qui  aboutissent  au  sommet, 
l’équation  du  plan  qui  contient  la  face  correspondante 

sera  z = qx — —y.  De  plus,  les  trois  côtés  de  la  base 

pourront  être  représentés  par  a , pa,  et  qa  ; et  par 
conséquent  on  aura  pour  le  volume  de  la  pyra- 
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il  1 

mide  ^pqaï.-a,  ou  —pqà'-  Les  formules  du  n°  77  don- 
neront donc  ici 


c’est-à-dire , en  effectuant  les  opérations  indiquées  , 
v 3 v 1 r 1 

X~la'  X ~\Pa » 

d’où  l’on  conclut  que  le  centre  de  gravité  de  la  pyra- 
mide est  placé  aux  trois  quarts  de  la  ligne  menée  du 
sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base. 

On  parviendra  immédiatement  au  même  résultat  si 
l’on  observe  que  cette  ligne  contient  nécessairement 
tous  les  centres  de  gravité  des  éléments  différentiels 
que  l’on  formerait  en  coupant  la  pyramide  par  des 
plans  parallèles  à la  base.  De  plus,  le  volume  de  l’élé- 
ment placé  à la  distance  x du  sommet  est  î pqx'.dx. 

JL 
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Donc 


X = 


f 


a i 

dx.-pqæ* 

n — 


3 

- a. 

4 


On  voit  également  que  le  résultat  dont  il  s’agit  subsis- 
terait lors  même  que  la  pyramide  n’aurait  point  deux 
* de  ses  faces  latérales  perpendiculaires  à sa  base,  comme 
on  l’a  supposé;  et  qu’il  peut  être  étendu  au  cas  où  la 
base  de  la  pyramide  serait  un  polygone  d’une  figure 
quelconque. 

Connaissant  le  centre  de  gravité  d’une  pyramide 
triangulaire  , on  pourra  d’ailleurs  déterminer  le  centre 
de  gravité  d’un  polyèdre  quelconque  à faces  planes. 

91.  Les  formules  données  n°*  83  et  84  s’appliquent 
facilement  à la  détermination. des  centres  de  gravité  du 
* vol  ume  et  de  la  surface  du  segment  sphérique.  Considé- 
rons en  premier  lieu  le  segment  décrit  par  la  révolution 
t.  de  l’arc  AM  {fîg.  17)  autour  du  diamètre  AC.  Les  x 

étant  comptées  du  centre  C,  nous  avonsjy  = J/  r — , 
r désignant  le  rayon  de  la  sphère. 

La  formule  du  n°  83  donnera  donc  ici 

. \ dx.x(r' — x') 

J x __3  rt—2r‘x,+xi  3 y* 

X Çr  ~ \ 3r>x+x‘  ~ l 2r*— Sr’x+x1 

\ dx(r,jL-x') 

Jx 


pour  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ce  volume  au 
centre  C,  a:  désignant  la  distance  CP.  En  retranchant  x, 
puis  posant  x r — f f désignant  la  flèche  AP,  on 
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la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  P, 


3 


4 3 r-f 


En  faisant  x=0  ou  f—r  on  aura  la  distance  au  centre 

3 

C du  centre  de  gravité  de  la  semi-sphère,  qui  est  - r. 

92.  A l’égard  du  centre  de  gravité  de  la  surface  du 
même  segment  la  formule  du  n°  84  se  réduit  à 


X= 


j/*- 


2 (r +•*■')• 


dx 


Le  centre  de  gravité  dont  il  s’agit  est  donc  placé  au 
milieu  de  la  flèche  AP. 

93.  Enfin  quant  au  volumedu  secteur  sphérique  décrit 
par  la  révolution  du  triangle  mixtiligne  CMA  [fig-  17) 
autour  du  diamètre  AC , on  en  connaîtra  directement  le 
centre  de  gravité  en  observant  que  ce  secteur  peut 
être  décomposé  en  éléments  différentiels  formés  par  des 
pyramides  ayant  leurs  sommets  en  C,  et  leurs  bases  à la 
surface  convexe  du  segment.  Or,  d’après  le  n°  90  les 
centres  de  gravité  de  tous  ces  éléments  sont  placés  sur 
la  surface  convexe  d’un  secteur  dont  l’amplitude  est 
égale  à celle  du  secteur  proposé,  mais  dont  le  rayon  est 
moindre  dans  le  rapport  de  3 à 4.  Le  centre  de  gravité 
de  cette  dernière  surface  convexe  est  donc  le  centre  de 
gravité  cherché  du  volume  dugecteur.  On  en  conclut  que 
ce  centre  de  gravité  est  placé  à la  distance 


».  ■ ■ 


.1  . 


- r(t — cos.û) 
8 


Digitized  by  Google 


— 72  - 


du  point  P.  En  faisant  a — 


2’ 


le  secteur  proposé  devient 


la  demi-sphère  : ainsi  ce  résultat  s’accorde  avec  celui 
qui  a été  énoncé  n0  91. 


Usage  des  centres  de  gravité  pour  C évaluation  des  aires 
et  des  volumes. 


94.  Considérôns  une  ligne  quelconque  tracée  dans 
un  plan,  et  admettons  que  ce  plan  se  meuve  perpen- 
diculairement à une  autre  ligne  quelconque  donnée, 
et  vienne  occuper  une  position  qui  s’écarte  infini- 
ment peu  de  sa  position  primitive.  Cela  posé,  re- 
présentons-nous  l’élément  de  surface  décrit  dans  ce 
mouvement  par  la  première  ligne  , et  l’élément  de  vo- 
lume décrit  par  l’aire  que  cette  ligne  embrasse  sur  le 
plan.  11  est  visible,  en  premier  lieu,  que  l’aire  élémen- 
taire décrite  aura  pour  mesure  le  produit  de  la  Ion-  ’ 
gueur  de  la  ligne  génératrice  par  l’espace  infiniment 
petit  dont  s’est  déplacé  son  centre  de  gravité.  En 
effet  cette  aire  est  égale  au  produit  de  la  longueur 
de  la  génératrice  par  l’espace  moyen  parcouru  par 
chacun  de  ses  points.  Or  le  calcul  qui  donnerait  cet 
espace  moyen  ne  diffère  pas  du  calcul  qui  donnerait  la 
distance  des  deux  positions  successives  du  centre  de 
gravité  de  la  ligne  courbe.  On  conclut  de  cette  remarque 
qu’ayant  déterminé  le  centre  de  gravité  delà  génératrice, 
on  aura  l’aire  de  la  surface  décrite  par  cette  ligne 
lorsque  le  plan  dans  lequel  elle  est  tracée  se  mouvra 
perpendiculairement  à uife  ligne  quelconque,  en  multi- 
pliant la  longueur  de  la  première  par  l’espace  qu’aura 
parcouru  son  centre  de  gravité. 
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95.  En  second  lieu  on  voit  également  eue  le  volume 
élémentaire  décrit  par  l’aire  embrassée  par  la  ligne  en 
question  lorsque  le  plan  de  cette  aire  passe  d’une  po- 
sition à une  autre  qui  s'écarte  infiniment  peu  de  la  pre- 
mière, est  égal  au  produit  de  l’aire  par  l’espace  parcouru 
par  son  centre  de  gravité.  En  ellet  ce  volume  est  égal 
à l’aire  génératrice  multipliée  par  l’espace  moyen  par- 
couru par  chacun  de  ses  points.  Ainsi  le  volume  décrit 
par  cette  aire,  lorsque  son  plan  se  meut  perpendicu- 
lairement à une  ligne  quelconque,  peut  s’évaluer  en 
multipliant  l’aire  par  l’espace  parcouru  par  son  centre 
de  gravité. 

Ces  deux  propositions  s’appliquent  particulièrement 
à l’évaluation  de  l’aire  de  la  surface,  et  du  volume  des  so- 
lides de  révolution.  On  voit  que  ces  quantités  sont  con- 
nues aussitôt  que  l'on  a déterminé  les  longueurs  et  les 
aires  des  courbes  méridiennes  et  la  position  de  leurs  cen- 
tres de  gravité.  Mais  on  reconnaît  facilement  que  les 
propositions  dont  il  s’agit  conviennent  seulement  aux 
cas  où  le  contour  formé  par  la  courbe  génératrice 
se  trouve  tout  entier  constamment  d’un  même  côté 
par  rapport  aux  lignes  droites  d’intersection  des 
positions  occupées  successivement  par  le  plan  de  cette 
courbe. 

VI.  Notions  fondamentales  de  la  dynamique. 

96.  Cette  science , aussi  bien  que  la  statique , em- 
prunte à l’observation  des  faits  naturels  plusieurs  notions 
fondamentales.  La  certitude  de  quelques-unes  de  ces 
notions  est  évidente.  Il  en  est  d’autres  dont  il  n’est  pas 
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aussi  facile  de  reconnaître  la  vérité  , mais  à l’égard  des- 
quelles il  ne  reste  aucun  doute,  lorsqu’on  s’est  assuré, 
après  des  comparaisons  multipliées,  que  les  conséquences 
qui  s’en  déduisent  par  des  raisonnements  rigoureux 
sont  conformes  aux  phénomènes  que  la  nature  nous 
présente. 

97.  La  gravitation  est  une  propriété  générale  des 
corps.  Tous  les  corps,  en  vertu  d’une  action  réciproque 
dont  nous  ignorons  entièrement  la  nature  et  le  principe, 
sont  attirés  vers  le  centre  de  la  terre  ; et  la  terre  même 
et  les  planètes  sont  soumises  à la  même  action , et  s’atti- 
rent mutuellement.  L’esprit  pourrait  sans  doute  , par 
une  pure  abstraction  , concevoir  les  corps  privés  de  la 
propriété  dont  il  s’agit  ; mais  dans  la  réalité  elle  en  est 
inséparable.  Tout  corps  est  pesant  : il  exerce , pour 
s’approcher  de  la  terre , un  effort  qu’il  faut  détruire  si 
l’on  veut  maintenir  ce  corps  immobile.  Le  poids  des 
corps  est  la  mesure  de  cet  effort.  On  évalue  les  divers 
poids  en  les  rapportant  à un  poids  convenu  pris  pour 
unité. 

L’unité  de  poids  est  en  France  le  kilogramme  ; c’est-à- 
dire  le  poids  d’un  décimètre  cube  d’eau  distillée , prise 
au  maximum  de  densité. 

98.  La  notion  de  la  masse  se  rapporte  à la  quantité 
de  parties  matérielles  dont  on  regarde  chaque  corps 
comme  étant  composé.  Quand  on  compare  deux  corps 
homogènes  de  même  nature , par  exemple  deux  mor- 
ceaux de  fer , l’expérience  apprend  que  leurs  poids 
sont  proportionnels  à leurs  volumes.  Les  quantités  de 
parties  matérielles  contenues  dans  chacun  sont  aussi 
évidemment  proportionnelles  aux  volumes.  Ainsi , la 
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masse  est  alors  nécessairement  proportionnelle  au  poids. 
La  même  proposition  s’étend  à tous  les  cas,  parce  que 
nous  regardons  la  force  de  la  gravitation  comme  s’exer- 
çant également  sur  toutes  les  parties  matérielles,  et  l’ac- 
tion de  cette  force  sur  chaque  corps  comme  l’indice  et 
en  quelque  sorte  la  mesure  de  la  quantité  de  matière 
qui  les  constituent.  Les  corps , sous  le  rapport  dont  il 
s'agit , ne  dillèrcnt  pour  nous  que  par  les  diverses  quan- 
tités de  matière  qui  s’y  trouvent  contenues  sous  un  même 
volume  donné.  Ainsi  nous  admettons  ce  principe  , qu’il 
faut  regarder  comme  une  définition,  que  la  masse  des 
corps  est  proportionnelle  à leur  poids. 

L’évaluation  numérique  des  masses  n’exige  pas 
l’établissement  d’une  unité  spéciale.  On  verra  plus 
loin  comment  cette  évaluation  résulte  de  l’emploi  d’au- 
tres unités. 

L’idée  de  la  masse  est  inséparable  de  la  notion  du 
corps.  Les  recherches  de  physique  indigent  l’existence 
de  quelques  agents  naturels  qui  produisent  des  impres- 
sions sur  nos  sens , et  qui  semblent  néanmoins  n’avoir 
pas  de  masse.  Ce  ne  sont  point , à proprement  parler, 
des  corps  , ou  du  moins  ce  ne  sont  point  des  corps  aux- 
quels les  théories  mécaniques  puissent  s’appliquer. 

99.  Tous  les  esprits  admettent  l’idée  du  temps  qui 
s’écoule  et  la  notion  des  grandeurs  relatives  de  divers 
intervalles  de  temps , d’où  résulte  , comme  une  consé- 
quence nécessaire , la  possibilité  de  mesurer  et  d’éva- 
luer le  temps  en  rapportant  chaque  intervalle  à un  in- 
tervalle déterminé  pris  pour  unité.  Les  théories  qui  con- 
stituent la  dynamique  exigent  nécessairement  la  con- 
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considération  du  temps  regardé  comme  une  quantité 
mesurable. 

L'unité  de  temps,  qui  est  aujourd’hui  généralement 
adoptée , est  la  seconde  sexagésimale , c’est-à-dire 

leldïïô  d une  liei,re>  ou  lc  sTTVÔO  duj°ur  m°yeD- 

100.  Le  mot  mouvement  donne  l’idée  d’un  phénomène 
qui  consiste  en  ce  qu’un  corps  matériel  se  déplace , et 
prend  , à mesure  que  le  temps  s’écoule , des  situations 
dillérentes  dans  l’espace.  Un  corps  ne  passe  jamais  d’une 
position  à une  autre  sans  occuper  successivement  toutes 
les  positions  intermédiaires.  Déplus,  il  s’écoule  toujours 
un  certain  intervalle  de  temps  entre  l’instant  où  le  corps 
a quitté  sa  première  position  et  l'instant  où  ce  même 
corps  est  parvenu  à sa  dernière  position.  La  suite  des 
positions  intermédiaires  des  divers  points  du  corps 
forme  des  lignes  droites  ou  courbes  que  l’on  peut  con- 
cevoir tracées  ^uis  l’espace.  Or  ces  lignes  peuvent  avoir 
été  décrites  d Hl des  intervalles  de  temps  plus  ou  moins 
longs  , d’où  résulte  la  notion  de  la  vitesse.  La  vitesse  est 
le  rapport  de  l’espace  parcouru  au  temps  employé  à le 
parcourir,  ou , ce  qui  revient  au  même , Y espace  par- 
couru dans  l’unité  de  temps. 

101.  On  peut  concevoir  le  mouvement  d’un  point 
sans  admettre  que  sa  vitesse  soit  constante  ou  uniforme. 
En  effet , les  diverses  parties  d’une  ligne  qu’il  aura 
décrite  peuvent  avoir  été  parcourues  avec  des  vitesses 
différentes.  Lorsque  le  mouvement  d’un  corps  est  tel 
que  sa  vitesse  varie  continuellement  à mesure  que  le 
temps  s’écoule  et  que  le  corps  occupe  de  nouvelles  situa- 
tions dans  l’espace , on  se  forme  l’idée  de  la  valeur  de 
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la  vitesse  dans  un  instant  déterminé,  en  concevant  qua 
cet  instant  cette  vitesse  devienne  constante , et  voyant 
quel  espace  serait  alors  parcouru  dans  l’unité  de 
temps. 

Dans  le  langage  de  la  mécanique  on  appelle  quantité 
de  mouvement  d'un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  sa 
vitesse  actuelle. 

102.  On  a dit  n1’  97  que  la  gravitation  était  une  pro- 
priété générale  des  corps.  Une  autre  propriété , non 
moins  générale , et  désignée  sous  le  nom  à! inertie , con- 
siste en  ce  que  l’état  actuel  d’immobilité  ou  de  mouve- 
ment d’un  corps  n’est  jamais  altéré,  à moins  qu’une 
cause  étrangère  n’agisse  sur  ce  corps.  Un  corps  en  repos, 
sur  lequel  aucune  cause  étrangère  n’agira , ou  qui  sera 
soumis  à des  actions  opposées  qui  se  détruiront  réci- 
proquement , demeurera  éternellement  en  repos.  Si  ce 
même  corps  est  actuellement  en  mouvement , il  conser- 
vera éternellement  son  mouvement,  c’est-à-dire  qu’il 
continuera  éternellement  à se  mouvoir  dans  la  même 
direction  et  avec  la  même  vitesse,  parcourant  tou- 
jours en  ligne  droite  des  espaces  égaux  en  temps  égaux. 

L’inertie , ainsi  définie , doit  être  regardée  comme 
une  qualité  inhérente  à la  matière , et  dont  l’existence 
nous  est  attestée  par  l’ensemble  des  phénomènes  natu- 
rels. La  notion  de  l’inertie  est  intimement  liée  à la 
notion  de  la  masse.  Tout  assemblage  de  matière  qui 
gravite  et  qui  rf  de  la  masse  ne  peut  être  mis  en  mou- 
vement sans  présenter  à cettemodification  une  résistance 
qui  doit  être  surmontée  par  une  force. 

103.  Nous  désignons  en  eflet  par  le  nom  de force  toute 
cause  qui  est  capable  de  mettre  en  mouvement  un 
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corps  matériel  immobile,  ou  d’altérer  le  mouvement 
actuel  d’un  tel  corps.  Or  le  mouvement  d’un  corps  con- 
siste, à proprement  parler,  dans  ce  fait  qu’une  masse 
donnée  se  déplace  actuellement  avec  une  vitesse  donnée. 
Lorsqu’on  compare  divers  mouvements  les  uns  aux  au- 
tres , on  se  représente  qu’un  mouvement  est  d’autant 
plus  grand , 1°  que  la  masse  qui  se  meut  est  plusgrande; 
2°  que  la  vitesse  actuelle  de  cette  masse  est  plus  grande. 
Le  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  est  nommé  quan- 
tité de  mouvement , et  considéré  comme  la  mesure  du 
mouvement.  D’après  cela , nous  jugeons  aussi  de  la 
grandeur  relative  des  forces,  c’est-à-dire  des  causes  pro- 
pres à produire  ou  altérer  les  mouvements , d’après  la 
grandeur  des  quantités  de  mouvement  qu’elles  peuvent 
imprimer  ou  détruire. 

Ainsi  , l’on  définit  une  force  en  disant  qu’elle  est  ca- 
pable d’imprimer  à une  certaine  masse  telle  vitesse.  Et 
l’on  voit  que  les  forces  deviennent  de  cette  mauière  des 
quantités  mesurables  dont  les  valeurs  relatives  sont  ex- 
primées par  des  nombres.  Le  nombre  qui  représente 
la  valeur  d’une  force  est  le  produit  d’une  masse  par 
la  vitesse  que  la  force  peut  imprimer  à cette  masse. 

On  regarde  d'après  cela  comme  égales  deux  forces  qui 
auront  imprimé  respectivement  des  quantités  de  mou- 
vement telles  que  les  masses  seront  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  vitesses.  Or  cette  con- 
clusion s’accordera  effectivement  avec  les  phénomènes 
naturels  , car  l’expérience  apprend  non-seulement  que 
des  masses  égales  qui  viennent  se  choquer  avec  des  vi- 
tesses égales  détruisent  réciproquement  leurs  mouve- 
ments , mais  encore  que  lorsque  des  masses  inégales  vien- 
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nent  se  choquer  avec  des  vitesses  en  raison  inverse  des 
niasses , les  mouvements  contraires  sont  aussi  complè- 
tement détruits.  De  plus,  on  s’assure  que  le  développe- 
ment d’un  même  ressort  imprime  toujours  aux  corps  des 
vitesses  d’autant  plus  grandes  que  les  masses  sont  plus 
petites. 

104.  Pour  donner  une  connaissance  complète  de  la 

manière  dont  les  forces  se  définissent  et  s’évaluent , il 
reste  à remarquer  que  l’action  de  plusieurs  forces  natu- 
relles, celle  de  la  gravité,  par  exemple,  est  continue, 
et  même  perpétuelle.  Or,  un  corps  soumis  à l’action 
d’une  telle  force  tend  à acquérir  une  vitesse  qui  s’ac- 
croîtrait sans  cesse.  Par  conséquent,  une  force  de  cette 
nature  ne  peut  être  définie  en  disant  seulement  qu’elle 
est  capable  d’imprimer  une  vitesse  donnée  à une  masse 
donnée  ; il  faut  nécessairement  introduire  dans  la  défi- 
nition la  considération  du  temps  pendant  lequel  l’action 
de  cette  force  s’exerce.  C’est  pourquoi  la  définition  pro- 
pre des  forces  dont  il  s’agit  consiste  à dire  qu’elles  sont 
capables  d’imprimer  telle  vitesse  à une  masse  donnée 
dans  un  temps  donné.  La  force  est  regardée  comme 
d’autant  plus  grande  que  la  masse  et  la  vitesse  sont 
plus  grandes , et  que  le  temps  est  plus  petit.  La  valeur 
de  la  force  est  exprimée  par  le  nombre  qui  représente  le 
produit  de  la  masse  par  la  vitesse  imprimée  dans  l'unité 
de  temps.  ' • 

105.  La  gravité,  c’est-à-dire  l’attraction  mutuelle  des 
corps , est  de  toutes  les  forces  existantes  celle  qui  produit 
les  phénomènes  les  plus  généraux  et  les  plus  importants, 
et  celle  dont  la  nature  et  les  effets  sont  le  mieux  connus. 
La  nature  de  la  gravité , que  nous  considérons  ici  seu- 
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lement  dans  les  effets  qu’elle  produit  à la  surface  de  la 
terre  (nous  la  considérerons  plus  tard  sous  un  point  de 
vne  plus  étendu  et  plus  exact),  consiste  : 1*  en  ce  quelle 
atlecte  également  toutes  les  parties  matérielles , en  sorte 
quelle  imprime  à tous  les  corps  identiquement  la  même 
vitesse;  2°  en  ce  que  son  action  continue  et  toujours 
égale  s’exerce  absolument  de  la  même  manière  quel  que 
soit  l’état  de  repos  ou  de  mouvement  actuel  du  corps. 
Un  corps  soumis  à l’action  de  la  gravité , soit  qu’il  parte 
du  repos , soit  qu’il  se  meuve  dans  une  direction  et  avec 
une  vitesse  quelconques,  acquerra  toujours  dans  l’unité 
de  temps  et  dans  la  direction  de  la  verticale  une  même 
vitesse , c’est-à-dire  que  la  vitesse  avec  laquelle  il  se 
meut  actuellement  augmentera  toujours  de  la  même 
quantité  dans  l’unité  de  temps.  L’accroissement  de  vi- 
tesse que  la  gravité  imprime  aux  corps  est  à Paris  dans 
une  seconde  sexagésimale  de 9™, 80896.  Ce  nombre  étant 
assigné , la  force  dont  il  s’agit  est  définie. 

Ce  qui  vient  d’être  dit  doit  être  regardé  comme 
prouvé  par  l’observation  des  faits.  On  verra  plus 
tard  comment  s’établit  la  certitude  des  propositions 
énoncées. 

106.  Il  n'est  pas  difficile  de  concevoir,  d’après  ce  qui 
précède,  comment  s’expriment  en  nombres  les  valeurs 
relatives  des  masses  que  l’on  est  obligé  d’introduire 
dans  les  formules  de  la  dynamique.  Considérons  l’action 
de  la  gravité  sur  un  même  corps  : cette  action  peut  pro- 
duire deux  effets  entièrement  différents.  1°  Si  le  corps 
est  maintenu  immobile,  l’effet  produit  consiste  dans 
un  effort  ou  pression  exercé  contre  l’obstacle , et  cette 
pression  est  mesurée  par  ce  qu’on  nomme  le  poids  du 
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corps,  que  nous  représenterons  par  P,  en  sorte  que  P 
désigne  un  nombre  de  kilogrammes.  %•>  Si  au  contraire 
le  corps  cède  librement  à l’action  de  la  gravité,  il  ac- 
querra dans  l'unité  de  temps  la  vitesse  de  9™, 80896  par 
seconde  : appelons  m la  masse  du  corps  , et  g cette  vi- 
tesse , g désignant  un  nombre  de  mètres  , ou  en  général 
d'unités  de  longueur;  le  produit  mg  représentera  la 
quantité  de  mouvement  que  la  gravité  fait  acquérir  au 
corps  dans  l’unité  de  temps  , et  d’après  ce  qui  a été  dit 
n»'  103  et  104,  ce  produit  devra  être  pris  pour  la  mesure 
de  la  force.  Or  cette  force,  c’est-à-dire  cette  cause  iden- 
tique agissant  sur  un  corps,  produisant  des  effets  dif- 
férents suivant  que  ce  corps  est  libre  ou  retenu  par  un 
obstacle,  est  évidemment  dans  chaque  cas  mesurée  et 
évaluée  par  les  effets  produits.  Donc  le  nombre  P ou  le 
nombre  mg  sont  également  propres  à exprimer  la  valeur 
de  la  force  dont  il  s’agit  : ces  deux  nombres  sont  donc 
nécessairement  proportionnels  l’un  à l’autre.  On  peut 
même  écrire  l?—mg,  parce  que  les  nombres  P et  g dépen- 
dent seuls  d’unités  convenues , c’est-à-dire  des  unités 
de  poids,  de  longueur  et  de  temps.  L’unité  de  masse 
demeure  arbitraire , et  l’on  peut  toujours  la  supposer 
choisie  de  manière  à ce  que  l’équation  précédente  sub- 
siste. 

On  déduit  de  cette  équation 

P 

m — — 

g' 

le  nombre  qui  exprime  la  masse  d’un  corps  est  donc  le 
quotient  du  poids  de  ce  corps  par  la  vitesse  que  la  gra- 
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vite  imprime  aux  corps  pesants  dans  l’unité  de  temps. 
C’est  d’après  cette  proposition  que  les  formules  de  méca- 
nique doivent  être  interprétées. 

107.  Réciproquement,  si  l’on  a appris  par  l’observa- 
tion qu’un  corps  de  masse  m,  mû  par  l’action  d’une 
force  quelconque , acquiert  dans  l’unité  de  temps  la  vi- 
tesse^, c’est-à-dire  que  la  quantité  de  mouvement  du 
corps  augmente  dansl’unité  de  temps  de  la  quantité  mg, 
on  en  conclura  que  si  un  obstacle  quelconque  obligeait 
le  corps  à conserver  sa  vitesse  actuelle  et  s’opposait  à 
l’accélération  de  mouvement  que  la  force  tend  à pro- 
duire , il  serait  exercé  contre  cet  obstacle  , dans  la  direc- 
tion de  la  force , une  pression  représentée  numérique- 
ment par  le  produit  mg.  Ce  produit  est  la  mesure  du 
poids  du  corps , en  tant  que  ce  poids  est  le  résultat  de 
l’action  de  la  force  qui  imprimerait  aux  parties  maté- 
rielles la  vitesse  g dans  l’unité  de  temps. 

L’exactitude  de  ces  dernières  notions  paraîtra  cer- 
taine si  l’on  observe  que  l’on  peut  vérifier  par  le  fait , 
. en  se  transportant  dans  divers  lieux  de  la  terre,  que  la 
valeur  de  g et  le  poids  des  corps  varient  dans  le  même 
rapport.  On  s’en  assurerait  en  employant  l’action  des 
poids  à comprimer  des  ressorts. 

Les  théories  dynamiques  sont  fondées  sur  les  no- 
tions qui  viennent  d’être  exposées.  On  s’est  eflorcé  de 
présenter  ces  notions  avec  clarté  et  exactitude  ; mais  il 
n’est  peut-être  pas  possible  que  l’esprit  les  saisisse  com- 
plètement avant  d’en  avoir  connu  le  développement  et 
les  applications , et  surtout  qu’il  les  admette  avec  une 
entière  conviction  avant  que  l’on  soit  assuré  que  les 
résultats  qui  s’en  déduisent  présentent  une  image  fidèle 
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des  phénomènes  naturels  , et  nous  en  donnent  les  vé- 
ritables lois. 

VII.  Mouvement  rectiligne  des  corps. 

108.  L’analyse  mathématique  donne  les  moyens  d’ex- 
primer facilement  les  lois  des  phénomènes  qui  appartien- 
nent à la  dynamique.  Dans  la  géométrie,  on  détermine 
communément  la  position  d’un  point  en  donnant  ses 
distances  x,  y,  z à trois  plans  rectangulaires  supposés 
fixes.  Admettons  que  ce  point  soit  en  mouvement  et  oc- 
cupe successivement  diverses  situations  dans  l’espace  : 
les  distances  x,y,  z seront  alors  des  quantités  variables  , 
dont  les  valeurs  changent  à mesure  que  le  temps  s’écoule, 
et  qui  sont  par  conséquent  des  fonctions  du  temps  l qui 
s’est  écoulé  à partir  d’un  instant  déterminé  pris  pour 
origine  du  temps.  Si  l’on  connaît  les  valeurs  de  x,y,  z 
en  fonction  de  t , on  aura  les  moyens  de  déterminer  la 
position  du  point  à un  instant  quelconque  , et  par  con 
séquent  la  nature  de  son  mouvement  sera  entièrement 
connue. 

109.  Nous  considérerons  d’abord  le  cas  où  un  point 
matériel  (c’est-à-dire  une  certaine  quantité  de  matière, 
une  masse  que  l’on  suppose  concentrée  dans  un  volume 
extrêmement  petit)  se  mouvrait  en  ligne  droite , ce  qui 
suppose  évidemment  que  la  force  qui  agit  sur  le  point 
matériel , s’il  en  existe  une  , est  dirigée  dans  le  sens  de 
cette  ligne  droite.  Il  suffit  alors , pdur  déterminer  à cha- 
que instant  la  position  du  point  matériel , de  prendre 
une  seule  coordonnée  x comptée  à partir  d’une  origine 


Digitized  by  Google 


- 84  - 

fixe  et  regardée  comme  une  fonction  du  temps  f.  Une 
équation  telle  que 

x=<p(<) 

exprimera  la  nature  du  mouvement  : x représente  la 
distance  comptée  d’un  point  fixe,  à laquelle  le  corps  se 
trouve  à la  fiu  du  temps  t , qui  est  la  variable  indépen- 
dante. 

Cela  posé , le  mouvement  aflecté  par  le  corps  , et  dont 
la  nature  est  exprimée  par  la  fonction  y(t),  est  un  résul- 
tat nécessaire  de  diverses  circonstances.  La  valeur  de  la 
distance  x qui  correspond  à un  temps  quelconque  t dé- 
pend l°du  lieu  où  le  corps  était  placé  à l’instant  où  l’on 
a commencé  à compter  le  temps  ; 2°  de  la  vitesse  qu’il 
avait  à ce  même  instant;  3”  de  la  grandeur  de  la  force 
constante  ou  variable  avec  le  temps , par  laquelle  ce 
corps  a été  sollicité  pendant  toute  la  durée  du  temps 
t.  Si  l’on  donnait  la  position  et  la  vitesse  initiales  du 
corps,  et  l’expression  en  fonction  du  temps  de  la  force 
qui  le  sollicite,  on  devrait  pouvoir  en  conclure  la  forme 
delà  fonction <p (t).  Réciproquement  la  fonction  <p(r)  étant 
donnée  , on  en  conclura  la  valeur  de  la  vitesse  du  point 
matériel  au  bout  d’un  temps  quelconque , et  l’expression 
de  la  force  qui  produit  le  mouvement  de  ce  point. 

1°  Quant  à la  vitesse  qui  a lieu  au  bout  du  temps  t, 
on  se  rappellera  que  d’après  les  n0'  100  et  101  la  vitesse 
est  le  rapport  de  l’espace  parcouru  au  temps  employé  à 
le  parcourir,  ou  l’espace  parcouru  pendant  l’unité  de 
temps.  Désignant  par  M un  certain  temps  écoulé  après 
le  temps  t,  et  par  àx  l’espace  parcouru  pendant  ce  temps, 

le  rapport — représenterait  donc  la  vitesse  demandée 
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si  la  valeur  de  ce  rapport  était  constante,  ou  si  \x  était 
proportionnel  à âf.  Or,  en  général,  la  valeur  du  rapport 
dont  il  s’agit  dépend  de  la  grandeur  absolue  de  l’ac- 
croissement M,  et  il  est  visible  que  l’on  ne  peut  attri- 
buer ici  aucune  valeur  finie  déterminée  à cet  accroisse- 
ment : i°  parce  que  cette  valeur  serait  arbitraire  ; 
2°  parce  que  ce  serait  faire  dépendre  la  détermination 
de  la  vitesse  qui  a lieu  au  bout  du  temps  t des  modifica- 
tions que  peut  subir  le  mouvement  du  point  matériel 
après  ce  temps.  Donc  l’accroissement  âf  doit  être  supposé 
plus  petitque  toute  grandeur  donnée,  ou  infiniment  pe- 
tit , c’est-à-dire  qu’on  doit  prendre  pour  l’expression 
de  la  vitesse  au  bout  du  temps  t la  limite  dont  s’appro- 

ÙJT 

che  la  quantité  — lorsque \t  tendà  devenir  égal  à zéro, 

limite  qui  n’est  autre  chose  que  le  coefficient  différen- 

tiel Il  résulte  de  ces  considérations  , tout  à fait  sem- 
dt 

blables  à celles  qui  ont  été  présentées  dans  les  n°*  5 et 
suivants  des  Leçons  d’analyse , qu’en  désignant  par  u 
la  vitesse  du  point  matériel  qui  a lieu  à la  fin  du  temps  t, 
l’équation  x — <y  (t)  entraîne  toujours  la  suivante 


ou 


U =3 


d.?(e) 
di  ’ 


La  vitesse  est  donc  représentée  par  le  coefficient  différen- 
tiel du  premier  ordre  de  l’expression  analytique  qui 
donne  l’espace  parcouru  au  bout  du  temps  t en  fonction 
de  ce  temps. 

110. 2°  Quant  à la  valeur  delà  force  par  laquelle  le 
corps  est  sollicité  au  bout  du  temps  t,  on  se  rappellera 
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également  que  , d’après  les  n<»  1 04-  et  suivants,  la  force 
qui  produit  ou  modifie  le  mouvement  d’un  corps  est  me- 
surée par  la  quantité  de  mouvement  que  cette  force  im- 
prime dans  l’unité  de  temps , c’est-à-dire  par  le  produit 
de  la  masse  du  corps  multipliée  par  la  quantité  dont  la 
vitesse  de  cette  masse  s’accroît  dans  l’unité  de  temps. 
Soit  en  général  At  un  certain  temps  écoulé  à la  suite  du 
temps  t,  et  Au  l’accroissement  reçu  par  la  vitesse  u pen- 
dant ce  temps.  Le  rapport  — donneraitdonc  la  vitesseac- 

quise  dans  l’unité  de  temps  si  la  valeur  de  ce  rapport 
était  constante,  ou  si  l’accroissement  Au  était  propor- 
tionnel à At.  Cette  proportionnalité  n’ayant  pas  lieu  en 
général , les  mêmes  considérations  qui  ont  été  exposées 
dans  le  numéro  précédent  montrent  que  la  vitesse  ac- 
quise dans  l'unité  de  temps  doit  s’exprimer  par  la  limite 

vers  laquelle  tend  — lorsque  At  devient  de  plus  en  plus 

du 

petit , c'est-à-dire  par  le  coefficient  différentiel  ^ .On  en 
conclut  donc  que  l’on  a 

du  d‘x  d'.f(t) 
dt~~dë==~dtT  ’ 

pour  l’expression  de  la  vitesse  que  la  force  par  laquelle 
le  point  matériel  est  sollicité  à la  fin  du  temps  t imprime 
à ce  point  matériel  dans  l’unité  de  temps.  Ainsi  cette 
vitesse  est  représentée  par  le  coefficient  différentiel  du 
premier  ordre  de  l’expression  de  la  vitesse  du  point  ma- 
tériel en  fonction  du  temps , ou  par  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  second  ordre  de  l’expression  de  l’espace  par- 
couru en  fonction  du  temps. 
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Si  la  masse  du  point  matériel  est  désignée  par  m,  la 
quantité  de  mouvement  acquise  par  ce  point  dans  l’unité 
de  temps  sera  donc 


du  fTx 

rn—r—m  — ——  m 
dt  dt' 


de  Mi) 

~Ér'' 


et  par  conséquent  ces  expressions  donnent  en  unités  de 
poids , d'après  le  n°  t07,  l’eflort  exercé  contre  le  point 
matériel , à la  fin  du  temps  t , par  la  force  qui  le  sol- 
licite. 

111.  Nous  considérerons  d’abord  les  formes  les  plus 
simples  que  puisse  prendre  l’équation x = ?(t).  Soit  en 
premier  lieu 

x=a+bt,  d’où 


a et  b désignant  des  constantes.  Il  est  visible  . 1°  que  la 
constante  a représente  la  distance  à laquelle  le  point 
matériel  se  trouve  de  l’origine  des  x à l’instant  où  l’on 
commence  à compter  le  temps  ; 2°  que  le  point  maté- 
riel parcourt  des  espaces  égaux  en  temps  égaux  , c’est-à- 
dire  se  meut  d’un  mouvement  uniforme  , dont  la  vitesse 
est  représentée  par  la  constante  b ; 3"  que  le  point  ma- 
tériel n’est  sollicité  par  aucune  force.  Il  se  meut  par 
l’effet  de  la  vitesse  qui  lui  avait  été  imprimée  avant  l’in- 
stant où  l’on  commence  à compter  le  temps,  et  ce  mou- 
vement se  conserve  sans  altération. 

L’équation  précédente  est  ce  que  l’on  nomme  l’équa- 
tion du  mouvement  uniforme. 

112.  Soit  encore 


x — a+bt+ct *,  d’où 


dx 

_=Ù+2C, 
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a,  b,  c désignant  des  constantes.  On  voit  ici  1°  que  la 
constante  a représente  comme  ci-dessus  la  distance  ini- 
tiale du  point  matériel,  à l’origine  des  x;  2°  que  la 
constante  b représente  la  valeur  initiale  de  la  vi- 
tesse du  point  matériel  ; que  cette  vitesse  croit  propor- 
tionnellement au  temps , et  qu’elle  reçoit  dans  chaque 
unité  de  temps  un  accroissement  égal  à 2c  ; 3°  que  le 
point  matériel  est  sollicité  par  une  force  dont  l’action 
est  invariable  et  lui  imprime  dans  l’unité  de  temps  une 
vitesse  égale  au  double  de  la  constante  c.  Si  l’on  désigne 
par  m la  masse  du  point  matériel,  cette  force  exerce 
constamment  contre  ce  point  un  effort  exprimé  en  uni- 
tés de  poids  par  2mc. 

Le  mouvement  représenté  par  l’équation  précédente 
est  appelé  mouvement  uniformément  accéléré,  parce 
que  la  vitesse  croît  avec  le  temps,  et  croit  de  quantités 
égales  en  temps  égaux.  Nous  supposons  ici  les  constan- 
tes b et  c positives. 

113.  Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment 
l’équation  x=y(t)  exprime  la  nature  du  mouvement  rec- 
tiligne d’un  corps,  et  fait  connaître  les  principales  cir- 
constances de  ce  mouvement,  telles  que  la  vitesse  du 
corps  à un  instant  donné , la  valeur  à un  instant  donné 
de  la  force  par  laquelle  le  corps  est  sollicité , et  l’état 
initial  de  ce  corps , c’est-à-dire  sa  position  et  sa  vitesse 
à l’origine  du  mouvement.  Réciproquement  on  conçoit 
que  si  l’on  donnait  la  valeur  de  la  force  qui  sollicite  le 
corps  en  fonction  du  temps  t , c’est-à-dire  le  coefficient 
différentiel  du  second  ordre  de  la  fonction  x —f{t),  une 
première  intégration  ferait  connaître  l’expression  de  la 
vitesse  u en  fonction  de  t , ou  le  coefficient  différentiel 


- «9  - 

du  premier  ordre  de  cette  fonction  ; et  une  seconde  in- 
tégration donnerait  l’expression  de  la  fonction  elle- 
même.  Les  constantes  introduites  par  ces  intégrations 
se  détermineraient  évidemment  d’après  la  considération 
de  l’état  initial  du  corps.  Mais  le  plus  souvent , dans  les 
questions  naturelles,  l’expression  des  forces  qui  sollici- 
tent les  corps  n’est  pas  donnée  en  fonction  du  temps  : 
les  valeurs  de  ces  forces  dépendent  de  la  position  actuelle 
des  corps,  ou  de  leurs  vitesses  actuelles,  ce  qui  peut 
rendre  difficile  la  recherche  des  mouvements  qui  résul- 
tent de  l’action  de  forces  données. 

Mouvement  rectiligne  d’un  corps  produit  par  l’action 
de  la  gravité. 

114. 1]  résulte  des  notions  présentées  dans  les  nm  103, 
104  et  105,  que  la  nature  d’une  force  telle  que  la  gra- 
vité consiste  en  ce  qu’elle  imprime  toujoursx  aux  corps 
qui  cèdent  à son  action  , dans  chaque  partie  égale  de 
temps,  une  partie  égale  de  vitesse.  On  définira  donc 
la  nature  du  mouvement  résultant  de  l’action  de  cette 
force  en  exprimant  simplement  que  lit,  vitesse  croît  égale- 
ment en  temps  égaux.  Or  cette  circonstance  est  indiquée 
par  l’équation 

x — a+l>t+ct‘ 

du  n°  112,  puisqu’on  a vu  que  dans  le  mouvement 
qu’elle  représente  la  vitesse  croissait  de  la  quantité 
constante  2c  dans  l’unité  de  temps.  Donc  l’équation  pré- 
cédente est  propre  à représenter  la  nature  du  mouve- 
ment des  corps  qui  cèdent  librement  à la  gravité.  L'ob- 
servation apprend  effectivement  que  les  propriétés  du 
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mouvement  des  corps  graves  sont  conformes  à ce  qui  est 
énoncé  n°  112. 

De  plus,  si , comme  cela  est  d’usage , on  désigne  par 
la  lettre  g la  vitesse  9m, 80896  par  seconde  que  la  gravité 
imprime  aux  corps  pesants  en  une  seconde  à Paris , il  est 


clair  qu’il  faudra  faire  2 c=g,  ou  c = -g  ; en  sorte  qu’en 
écrivant 


2 


on  aura  l’expression  exacte  du  mouvement  des  corps 
graves  : x est  une  abscisse  comptée  verticalement  de  haut 
en  bas  à partir  d’un  point  fixe  ; a est  la  distance  de  ce 
corps  à ce  point  fixe  à l’instant  d’où  l’on  commence  à 
compter  le  temps  ; b est  la  vitesse  du  corps  à ce  même 
instant,  c'est-à-dire  la  vitesse  initiale. 

115.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  le  corps  est 
placé  à l’origine  des  a;,  et  n’a  point  de  vitesse  initiale 
lorsqu’il  commence  à se  mouvoir  en  cédant  à l’action  de 
la  gravité.  On  a alors  simplement 


et  si  l’on  désigne  par  u la  vitesse  acquise  par  le  corps  au 
bout  du  temps  t , on  aura  de  plus 

dx 

u =z  —=fft. 
dt  6 


Les  espaces  parcourus , représentés  par  x , croissent 
comme  le  quarré  du  temps.  La  vitesse  croît  propor- 
tionnellement au  temps.  On  déduit  des  équations  pré- 
cédentes 
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Un  corps  après  être  tombé  de  la  hauteur  x a donc  acquis 
la  vitesse  {/‘ig.x.  Ce  résultat  s’exprime  communément 
en  disant  que  la  vitesse  due  à la  hauteur  x est  égale 


à \S2g.x.  Réciproquement  on  dit  que  la  hauteur— .dont 

le  corps  doit  être  tombé  pour  avoir  acquis  la  vitesse  u , 
est  la  hauteur  due  à la  vitesse  u.  La  considération  des 
vitesses  dues  aux  hauteurs  et  des  hauteurs  dues  aux 
vitesses  revient  fréquemment  dans  les  applications  de 
la  mécanique,  et  particulièrement  dans  l’hydraulique. 
On  a calculé  des  tables  de  leurs  valeurs  correspon- 
dantes. 

L’espace  parcouru  dans  la  première  unité  de  temps 

est  - g -,  et  comme  g représente  la  vitesse  que  la  force 

imprime  dans  l’unité  de  temps , on  voit  que  l’espace 
dont  il  s’agit  est  représenté  par  la  moitié  du  nombre 
qui  représente  cette  vitesse.  En  général , si , après  un 
temps  quelconque  t , le  mouvement  du  corps  deve- 
nait uniforme , ce  corps  parcourrait  ensuite  dans  un 
temps  égal  a t un  espace  double  de  celui  qu’il  avait  déjà 
parcouru. 

116.  Dans  l’équation  précédente 
x = a+bt+ÿft\ 


les  constantes  a,  b,  g ont  été  supposées  positives.  En 
général , le  signe  de  a dépendra  de  la  position  du  point 
matériel  par  rapport  à l’origine  des  x à l’instant  où  l’on 
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commence  à compter  le  temps  ; on  le  fera  négatif  si  cette 
position  est  en  arrière  de  l’origine.  Le  signe  de  b dépend 
de  la  direction  du  mouvement  initial  du  corps  ; on  le 
ferait  négatif  si  ce  mouvement  était  dirigé  de  manière 
à diminuer  l’abscisse  x.  Enfin  on  doit  donner  à g-  le  si- 
gne + lorsque  l’abscisse  x est  comptée  de  haut  en  bas, 
c’est-à-dire  dans  le  sens  du  mouvement  que  la  gravité 
tend  à imprimer.  On  lui  donnerait  le  signe  — dans  le 
cas  contraire. 

On  voit  parla  que  l’équation 

x=—bt+^gt\ 

qui  donne  pour  l’expression  delà  vitesse 
dx 

“=  di=-L+gtt 

représente  le  mouvement  d’un  corps  grave  qui  serait 
lancé  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  b.  L’action  de  la 
gravité  diminue  progressivement  la  vitesse  du  corps  : 

cette  vitesse  devient  nulle  après  un  temps  — , et  l’espace 

qui  a été  parcouru  verticalement  de  bas  en  haut  est 

b2 

alors , c’est-à-dire  la  hauteur  due  à la  vitesse  b ; 

2g 

d’où  l’on  voit  que  le  corps  monte  contre  la  direction  de 
la  gravité  précisément  à la  hauteur  dont  il  aurait  dû 
descendre  pour  acquérir  sa  vitesse  initiale.  Parvenu  à ce 
point , le  corps  redescend , et  son  mouvement  s’accélère 
uniformément. 
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Mouvement  rectiligne  d’un  corps  grave,  dans  le  cas  où  ce 
mouvement  est  altéré  par  une  résistance . 

117.  Les  numéros  précédents  font  connaître  la  nature 
du  mouvement  d’un  corps  qui  céderait  sans  aucun 
obstacle  à l’action  de  la  gravité.  Dans  la  réalité  , la  chute 
des  corps  ne  s’opère  pas  d’une  manière  exactement  con- 
forme aux  résultats  qui  ont  été  présentés  , parce  que  la 
résistance  des  fluides  dans  lesquels  les  corps  se  meuvent, 
ou  d’autres  obstacles,  altèrent  le  mouvement  que  la 
gravité  tend  à imprimer. 

Revenons  aux  notions  présentées  nos  105  et  106.  Soit 
m la  masse  d’un  corps.  L’action  de  la  gravité  sur  ce  corps 
est  représentée  par  le  poids  mg.  Cette  action  est  abso- 
lument pareille  à celle  d’une  main  qui  suivrait  le  corps 
en  le  poussant  par  l’intermédiaire  d’un  ressort,  ce  res- 
sort étant  continuellement  comprimé  comme  il  le  serait 
par  le  poids  mg.  C’est  cette  même  action  qui  surmonte 
la  résistance  que  l’inertie  du  corps  oppose  à la  variation 
de  son  mouvement,  et  qui  fait  augmenter  constamment 
la  vitesse  de  ce  corps  de  la  quantité  g dans  l’unité  de 
temps.  Si  l’action  dont  il  s’agit  venait  à cesser,  ou  si  elle 
était  détruite  par  une  action  égale  dirigée  en  sens  con- 
traire, la  vitesse  du  corps  n’augmenterait  plus , et  son 
mouvement  deviendrait  uniforme. 

118.  Les  résistances  qui  altèrent  le  mouvement  des 
corps  graves  produisent  absolument  le  même  effet  qu’une 
main  qui  agirait  sur  le  corps  , par  l’intermédiaire  d’un 
ressort , dans  une  direction  exactement  contraire  à celle 
du  mouvement.  Soit  donc  F la  valeur  en  unités  de  poids 
de  l’effort  provenant  de  la  résistance,  c’est-à-dire  de 
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l’efïort  avec  lequel  le  ressort  dont  on  vient  de  parler  se 

trouverait  comprimé.  Le  corps  poussé  par  la  gravité  avec 

l’effort  mg , repoussé  en  sens  contraire  avec  1’efFort  F, 

est  dans  le  même  cas  que  s’il  était  seulement  poussé 

dans  le  sens  de  la  gravité  avec  l’effort  mg — F.  D’où  il 

suit  que  ce  corps  n’acquerra  plus  dans  l’unité  de  temps 

, , , . mg— F F 

la  vitesse  g,  mais  seulement  la  vitesse  — — — , ou  g — — . 

D’après  cela,  en  se  rapportant  au  n°  109  et  suivants, 
désignant  par  x l’espace  parcouru  au  bout  du  temps  t, 
par  u la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps , en  sorte 

dx  . , , 

que  u—  -jr-,  on  voit  que  le  mouvement  du  corps  est  assu- 
jetti à la  condition 

d'x  du  F 

dF=  dt=S~~  m' 


Lorsque  la  valeur  de  la  résistance  F sera  donnée,  aussi 
bien  que  l’état  initial  du  corps,  on  pourra  toujours 
déduire  de  cette  équation  la  nature  du  mouvement. 

Dans  les  cas  naturels,  l’effort  de  la  résistance , désigné 
ci-dessus  par  F,  dépend  le  plus  souvent  de  la  valeur  de 
la  vitesse  actuelle  u , et  peut  être  regardé  comme  une 
fonction  déterminée  de  cette  vitesse.  On  écrira  donc  ï(u)  à 
la  place  de  F,  et  par  conséquent 


du  1 

s=e--iw. 


d’où 


dt  = 


du 

g-lf(u) 


et  f = 


- r -tt- 
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en  désignant  par  U la  vitesse  initiale  du  corps.  La  rela- 
tion entre  u et  t étant  ainsi  obtenue , on  déterminera 
ensuite  l’expression  de  x en  fonction  de  t en  mettant  à 
la  place  de  u sa  valeur  en  t dans  l’équation 


dx=u.dt , qui  donne 


et  quelquefois  il  sera  plus  facile  de  déterminer  x en 
fonction  de  u,  en  mettant  à la  place  de  dt  sa  valeur  en 
u et  du  dans  la  même  équation , ce  qui  donne 


m 


ru  u.du 
JUg-— — <f  [h 


Après  l’intégration  on  substituera  si  l’on  veut  à la  place 
de  u sa  valeur  en  t. 

119.  Nous  considérerons  les  formes  les  plus  simples 
que  l’on  puisse  admettre  pour  la  fonction  ? («)• 

Le  premier  cas  est  celui  où  l’on  poserait  ç(u)=A,  la 
lettre  A désignant  une  constante,  ce  qui  revient  à dire 
que  la  résistance  consiste  dans  un  eflort  constant , indé- 
pendant de  la  vitesse  du  corps,  et  dont  la  valeur  en 
poids  est  A.  Le  mouvement  est  alors  conforme  à ce 
qu’on  a vu  dans  les  n01  114  et  115,  pourvu  que  l’on 

substitue  à la  place  de  g la  quantité  g . Ce  mouve- 

m 

ment  est  toujours  uniformément  accéléré;  mais  l’accé- 
lération est  moins  rapide,  et  d’autant  moins  que  la 
masse  du  corps  est  plus  petite. 

120.  Le  second  cas  est  celui  où  l’on  poseraitç(u)=A4-Bu, 
l’efïort  de  la  résistance  étant  censé  formé  de  deux  parties, 
l’une  constante  et  l’autre  proportionnelle  à la  vitesse. 
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du 


A B ’ 

g u 

mm 

dont  l’intégrale  est 

m / A B \ 

t=const. ./  I g- .—u  ). 

Désignant  par  U la  vitesse  initiale,  et  par  conséquent 
déterminant  la  constante  de  manière  que  « = U quand 
t = 0,  il  vient 

ni  mg — A — BU 
B mg — A — Bu  ’ 


B 


équation  d’où  l’on  tire 

ms — A\  t me — A 

u—  ( U - le  m +— 2 — _ 

V.  B ) + B 

e désignant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques.  La 


mg— A 


vitesse  s’approche  sans  cesse  de  la  limite  — ~jj~>  qu’elle 

n’atteindrait  rigoureusement  qu’après  un  temps  infini, 
mais  dont  elle  diffère  très-peu  après  un  temps  d’autant 
plus  court  que  la  masse  m est  plus  petite.  Le  mouve- 
ment du  corps  s’approche  donc  sans  cesse , et  bientôt 
ne  diffère  plus  sensiblement  d’un  mouvement  uniforme 

dans  lequel  l'espace— g — est  parcouru  dans  l’unité  de 

temps.  On  a alors  mg—h.+Ru,  c’est-à-dire  que  la  résis- 
tance est  égale  au  poids  du  corps. 

Ou  a d’ailleurs 


dx  = dt 


B 


n*g— A 
B 


} 
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et  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  manière 
que  ar=0  quand  t = 0, 


1 — e 


B 

— niff — A 


') 


pour  l’expression  de  l’espace  parcouru  au  bout  du 
temps  t. 

121.  Supposons  encore  v(«)  =A+Bu+C«\  ce  qui  re- 
vient à regarder  la  résistance  comme  étant  formée  de 
trois  parties  , l’une  constante,  la  seconde  proportionnelle 
à la  vitesse,  la  troisième  proportionnelle  au  quarré  de 
la  vitesse.  On  aura 


du 

AB  C 

g u ;/ 1 

ni  m m 


m.du 

. ? 

mg — A — Btt— Cm' 


dont  l’intégrale,  ( rng — A étant  supposé  positif)  , est 


rn  |/  B’+4C(«^— A)+(B+2Cm) 

f—  — * ~7- ~ 1 . ■ -4-const.-, 

y b'  + 4C(/ag- — A)  y B’+4G(wg’ — A) — iB+2Gm) 

et  déterminant  la  constante  de  manièreque  l’on  aitw=U 
quand  t = 0, 


t 


\/  B’+4C(m^ — A)  1 

Â)+(B+2C«)  \/  li’+4C(wg-^Â)-;ii+2CU) 
(B+2C«)  |/I,«;fr4)+  (B+2CU) 


Cette  équation  élant  résolue  par  rapport  à u fera  connaî- 
tre la  vitesse  en  fonction  du  temps  t.  On  pourraitensuile 
dérermiuer  xen  fonction  de  t comme  on  L’a  fait  dans  le 
numéro  précédent. 


* 


122.  Nous  appliquerons  la  solution  au  cas  où  l’on  au- 
rait A— 0 et  15  = 0 , c’est-à-dire  où  la  résistance  serait 
simplement  supposée  proportionnelle  au  quarré  de  la 
vitesse  , hypothèse  qui  dillère  peu  de  la  vérité  lorsqu’il 
s’agit  d'un  corps  grave  tombant  dans  un  lluidc  tel  que 
l’air  ou  l’eau.  Les  expressions  précédentes  se  réduisent 
alors  à 


dt= 


.du 


w" — Cm’’ 


2 V Ug 


<+“\/  — 

V mg  V mS 

1 -«V/—  i+u\/— 

V mg  y mg  J 


et  l’on  déduit  de  cette  dernière 


■ ’-O-’V"; % ) 

La  vitesse  dont  U représente  la  valeur  initiale  , s’appro- 
che continuellement  de  la  limite  ]/  —S  qu’elle  ne  pour- 

rait  atteindre  rigoureusement  qu’après  un  temps  infini  , 
mais  dont  elle  ne  dillère  passensihlementaprès  un  temps 
limité,  et  d’autant  plus  court  que  la  massent  est  plus 
petite.  On  a alors  Cu‘=mg-,  c’est-à-dire  que  la  résis- 
tance est  égale  au  poids  du  corps.  Ce  mouvement  a le 
même  caractère  que  celui  du  nQ  120. 


ni  3 


« * 

# 


— 99  ~ 

L’équation  dx  — udt  donne  ici , en  mettant  pour  dt  sa 
valeur  en  u , 

, u. du 

dx— — 

G ’ 

S «’ 

m 

et  en  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  manière 
que  x=0  quand  u = U , 

1—  U*  — 

i m , ni" 

x= — i il 

21!  C ' 

1— | 
ni" 

Si  1 on  substitue  dans  cette  expression  pour  « sa  valeur 
précédente  en  t,  il  viendra 


x— 


123.  Si  l’on  supposait  nulle  la  vitesse  initiale  désigi 
par  U,  ou  aurait  simplement 

/—  2 t\^k 

lt=A/"^f  « — 1 


G "N  -V'^l 


[ — il 


2 l\Z^ 


m + 1 


et 


ou  bien 
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et  lorsque  le  temps  t aura  acquis  une  certaine  valeur, 
cette  dernière  formule  ne  différera  pas  sensiblement  de 


^ — 12 
m 


ou 


i-  * 


121.  Tout  ce  qui  a été  dit  depuis  le  n“  117  se  rapporte 
au  cas  d’un  corps  pesant  qui  tombe  en  cédant  à l’action 
de  la  gravité , et  au  mouvement  duquel  est  opposée  une 
résistance  dirigée  en  sens  contraire  de  cette  action.  Si 
l’on  considérait  le  cas  d’un  corps  qui  aurait  été  lance  ver- 
ticalement de  bas  en  haut,  la  résistance  serait  alors  di- 
rigée dans  le  même  sens  que  la  gravité,  et  il  faudrait 
changer  dans  les  formules  les  signes  des  termes  quirepré- 
sentent  la  valeur  de  cette  résistance. 

Dans  le  cas  du  n°  120  , il  viendrait  alors  , les  x étant 
comptées  maintenant  de  bas  en  haut, 

du 

dt  = - 


. 1 
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n={ 


A B ’ 
g+  — - i — u 
° m m 

i n wig--t-A+BU 

B nig+A.+liU 1 
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La  vitesse  diminue  progressivement,  et  devient  nulle 
après  un  temps  dont  la  valeur  est 
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125.  Dans  le  cas  du  n*  122  , où  la  résistance  est  sim- 
plement proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse , on  a , 
les  x étant  comptées  de  bas  en  haut , 

m.  du 
mg+Cu'  ’ 

dont  l’intégrale  est 

t = const.-\/ arc.  tang.  « \/ ^ ' • 

et  en  appelant  U la  vilesseinitiale,  tj  . 

\ / m (U— u)l/C//u,> 

l=\/  .T  are.  tang. rjrel — ■ 

V (^r  ° lllg+LVu  r 

On  en  déduit 

u=\/ ^tanS;jarctan8-UV/ 7k~‘\/n  j' 

La  vitesse  diminue  progressivement,  et  devient  nulle 
après  un  temps  dont  la  valeur  est 

V/5*re“"sUV//4' 
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On  a ensuite  pour  déterminer  l’espace  parcouru  , 

u.  du 


dx- 


C , 
g+—u' 

u m 


d'où  l’on  déduit 


'7  7/4  ^ Illg+G  U J 


2C’  rng+Cu‘ 

La  bailleur  à laquelle  s’élève  le  mobile  est 
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En  mettant  à la  place  de  u sa  valeur,  on  trouve  pour 
l’expression  de  x en  fonction  de  t, 


W 

V 


, » j 


126.  Nous  pouvons  considérer  encore  un  cas  plus 
simple  que  les  précédents,  celui  d’un  corps  lancé  suivant 
une  direction  quelconque  dans  un  milieu  résistant,  et 
qui  ne  serait  pas  soumisà  l’action  de  la  gravité. 

Si  la  résistance  est  simplement  proportionnelle  à la 
vitesse,  il  suffira  de  supposer  g=0  et  A = 0 dans  les 
formules  du  n°  120  ou  dans  celles  du  n°  124.  On  trou- 
vera ainsi 


i 


La  vitesse  décroît  très-rapidement  avec  le  temps,  et 
quoiqu’elle  ne  devienne  rigoureusement  nulle  qu’a  près 
un  temps  infini , 1 espace  que  le  corps  peut  parcourir 


i + 

J 


est  limité  et  ne  peut  surpasserai!. 

127.  Si  la  résistance  est  proportionnelle  au  quarré  **. 
de  la  vitesse,  on  aura  Vr  ' J*  * ? 

m.du 


<*=*- 


d’où  l’on  déduit 
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* ^ #*  La  vitesse  décroît  avec  le  temps,  et  finit  par  devenir 

* nulle  après  un  temps  infini  ; néanmoins  l’espace  par- 
couru par  le  corps  n’est  pas  limité,  comme  il  l’est  dans 

* le  cas  précédent. 

Mouvement  rectiligne  d’un  corps  grave  au-dessus  et  au-des- 

• sous  de  la  surface  de  la  terre , en  ayant  egard  à la  varia- 
tion de  la  gravité. 

* * / * <v*-  ^ 

w * 128.  La  force  avec  laquelle  un  corps  est  attiré  vers  le 

centre  de  la  terre,  et  qui  résulte  de  l’action  de  la  gra- 
vité, peut  être  supposée  constante  dans  la  plupart  des 
applications  de  la  mécanique,  pourvu  que  l’on  attribue 
. à cette  force  la  valeur  qu’elle  présente  eflectivement  dans 
le  lieu  de  la  terre  où  l’on  se  trouve.  Non-seulement  cette 
• valeur  varie  suivant  les  lieux  , mais  de  plus,  dans  cha- 
que point,  elle  décroît , à mesure  qu’on  s’élève  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  dans  le  rapport  des  quarrés  des 
• y . distances  au  centre;  elle  décroît  également,  à mesure 
qu’on  s’abaisse,  au-dessous  de  la  surface,  dans  le  rap- 
' port  des  distances  au  centre.  Nous  considérerons,  en 
, ayant  égard  à ces  variations  , le  mouvement  d’un  corps 
pesantqu’on  laisserait  tomber  d’une  hauteur  donnée  au- 
* dessus  de  la  surface  de  la  terre. 
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Nousavons  ici  pour  l’équation  du  mouvement,  le  corps 
étant  au-dessus  de  cette  surface  , 


dlL-,r  W 

dl‘  & (a — x)’ 


Dans  celte  équation  : 

g est  la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  dans  l’unité 
de  temps  par  la  gravité  à la  surface  de  la  terre  ; 


jt  le  rayon  terrestre  = 1.0-?000’00-  =6366198-"; 


a la  distance  initiale  du  mobile  au  centre  de  la  terre  ; 
x l'espace  parcouru  par  le  corps  , au  bout  du  temps  i , 
complédehaut  en  bas. 

Multipliant  les  deux  membres  par  dx  , et  intégrant,  il 
vient 


(dx\>  „ R* 

— \-const.- 

\dt)  ^ a—x 


ou , en  appelant  u la  vitesse  au  bout  du  temps  t, 


«*=%- 


R’ 


-4-  const. 


Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  on  a en  même  temps  x — 0 , 
u=0  : cette  équation  devient  alors 


R’  „ - 1 

u'=2gx-jjq  don  x=  — 


a[a — x) 


2p-r;+  j£_ 

a'  2ga 
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129.  De  l’équation 


WF  *1 


(dx\,_  %R’x 
\ dt  ) a{a — x)'  f 


r '■r' 


r r ' * 


« 


p * P . % * ^ 

_ V4*  Tl 


»-  \ê 


' r - 

... 


on  tire 


tt. 


dont  l’intégrale  est 

■ » * 

/ \ / a ' I /' T*  a a~ ~x  \ 

t=  V V ax—  -r  + — arc  cos. ï. 

v ( 2 a ) 

La  constante  est  nulle  parce  que  l’on  suppose  l’espace x 
compté  à partir  du  point  de  départ  du  corps. 

130.  Le  corps  arrivera  à la  surface  de  la  terre  quand 
on  aura  x = a — R , ce  qui  donnera 

u'=  (" — R)  • ~ -,  JL  . 

. 4 ™ JT*  -■ 

ç t=\/  i^r|l/(a-R3R4i arc  cos-  j ■ 

131.  Lorsque  le  corps  descend  au-dessous  de  la  sur- 
face l’équation  du  mouvement  est 


iCx 


R — x 


<iï  g R 

x représentant  la  distance  du  corps  à la  surface  de  la 
terre,  au  bout  du  temps  t,  comptée  de  haut  en  bas 
Multipliant  les  deux  membres  par  dx  , et  intégrant , 
on  a « 


ou 


( dx  \ 2 g 

( — y = '-(-iR.r — x^+const.; 


u=  (2RiZ- — u-’)+  comt 
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Si  U désigne  la  vitesse  du  corps  à l’instant  où  il  part  de 
la  surface  de  la  terre  , et  où  l’on  a x — 0 , celte  équation 
devient 


u'—U'+ûgx — . 


132.  De  l’équation 

(£)W+^_e: 


on  déduit 


dt  = 


dx 


V 


U’+^X — ° 


gx_ 

R 


» 


dont  l’intégrale  est 


f=  ajc  cos.  (K-x)  V/ 


77+  const.; 


RU’+g-R* 

et  si  le  temps  t est  compté  a partir  du  moment  où  le 
corps  part  de  la  surface  de  la  terre  , et  où  l’on  ar  = 0, 
cette  formule  devient 


/’ 

,==\/  — 1 arc  cos. (R — x)  \ / £ arccos\  / ^ ( 

V ff\  ’V  RU'+gdt’  ",CC08\  U’+g-R  | ’ 


133.  Considérons  le  cas  où  le  corps  part  delà  sur- 
face de  la  terre  avec  une  vitesse  initiale  nulle.  On  a 
alors 


a’= 4*-ï£ 


, -V.  + j V»  «I 

*i  et  x/ i-S)-,  1 
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et  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  x , 


R 

—.arc  sin 


.(Ut  SIII.  — — . 
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Le  corps  partant  de  la  surface  de  la  terre  avec  une  vi- 
tesse nulle  a acquis  , quand  il  est  parvenu  au  centre,  la 


vient  également  au  cas  où  le  corps  se  meut  en  s’éloignant 
du  centre  , et  où  x est  supposé  >R,  on  reconnaît  que  lè 
corps  animé  de  cette  vitesse  dépassera  le  centre,  et  se 
mouvant  avec  une  vitesse  décroissante  atteindra  le  point 
opposé  de  la  surface  de  la  terre  à l’instant  où  cette  vi- 
tesse sera  devenue  nulle.  L’action  de  la  gravité  lui  im- 
primera alors  en  sens  contraire  un  mouvement  pareil 
à celui  qu’elle  venait  de  lui  communiquer,  et  en  vertu 
duquel  ce  corps  se  trouvera  ramené  à son  point  de  dé- 
part qu’il  atteindra  également  avec  une  vitesse  nulle. 
Le  mouvement  du  corps  consistera  donc  dans  une  suite 
indéfinie  d’oscillations,  dans  lesquelles  le  diamètre  de 
la  terre  sera  parcouru  alternativement  en  sens  opposés. 
La  plus  grande  vitesse  a lieu  quand  le  corps  passe  au 
centre  , et  cette  quantité  varieavecle  temps,  suivant  une 
loi  exprimée  par  les  valeurs  du  sinus.  L’intervalle  de 
temps  nécessaire  pour  parcourir  le  diamètre  de  la  terre, 
c’est-à-dire  la  durée  d’une  demi-oscillation,  se  connaît  en 
posan  t 


« désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
l'unité. 


vitesse  l/gR  ; et  comme  l'équation  posée  u°  131  con- 


VIII.  Equations  générales  du  mouvement  d un  point 

MATÉRIEL  LIBRE,  SOLLICITÉ  PAR  DES  FORCES  QUELCONQUES. 

134.  Dans  les  questions  qui  viennent  d’être  résolues, 
le  mouvement  du  point  matériel  était  rectiligne,  parce 
que  l’on  a supposé  ce  point  lancé  dans  la  direction 
même  de  la  pesanteur,  et  parce  que  les  résistances 
ont  été  regardées  comme  des  actions  dirigées  en  sens 
contraire  du  mouvement.  Nous  considérerons  main- 
tenant le  cas  général  où  un  corps  serait  soumis  à l’ac- 
tion de  forces  quelconques  dont  les  intensités  et  les  di- 
rections peuvent  varier  avec  le  temps  et  avec  la  position 
de  ce  corps. 

Nous  avons  expliqué  dans  les  n»s  103,  104,  105,  106 
et  117  comment  les  forces  étaient  définies  et  évaluées. 
Nous  considérons  ici  des  forces  dont  l’action  est  conti- 
nue, telles  que  la  gravité.  11  serait  possible  que  cette 
action  ne  s’exerçât  que  pendant  un  temps  très-court:  ce 
sera  une  circonstance  particulière  à laquelle  on  aura 
égard  dans  les  cas  où  elle  se  présentera.  Nous  dirons  d’ail- 
leurs que , dans  la  nature , aucune  action  n’est  rigou- 
reusement instantanée.  Lorsqu’on  considère  de  telles 
actions,  c’est  par  une  abstraction  purement  mathéma- 
tique, dont  il  n’est  pas  question  dans  cet  article.  11  y 
deux  manières  de  définir  une  force,  soit  en  donnant  en 
unités  de  poids  l’eflort  quelle  exerce  contre  le  corps, 
soit  en  donnant  en  unités  de  longueur  la  vitesse  qu’elle 
peut  imprimer  à une  certaine  masse  dans  l'unité  de 
temps;  nommant  P l’ellort  exercé  et  g la  vitesse  que  la 
force  pourrait  imprimer  dans  l’unité  de  temps  à un  corps 
dont  la  masse  est  tn,  il  existera  nécessairement  entre  ces 
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quantités  la  relation  P = mg.  Quant  à la  direction  de 
la  force  , on  la  détermine  . comme  on  l a vu  n°  20  , en 
donnant  les  angles  que  cette  direction  forme  avec  trois 
axes  rectangulaires  fixes. 

Nous  avons  également  expliqué  n”  108  la  manière 
dont  on  exprimait  la  nature  du  mouvement  d un 
corps,  en  déterminant  sa  position  à chaque  instant  par 
les  valeurs  de  trois  coordonnées  rectangulaires  qui  sont 
regardées  comme  des  fonctions  variables  du  temps. 

135.  Le  mouvement  que  prend  un  corps  résulte  néces- 
sairement : lüde  la  vitesse  initiale  avec  laquelle  il  a été 
lancé  dans  l’espace  , 2°  des  actions  exercées  sur  ce  corps 
par  les  forces  auxquelles  il  est  soumis  La  question  con- 
siste à déterminer  le  mouvement  du  corps  lorsque  la 
vitesse  initiale  et  les  forces  sont  données.  Quelquefois 
aussi  l’on  considère  le  problème  inverse,  c’est-à-dire 
que  le  mouvement  du  corps  étant  donné , on  demande 
quelle  vitesse  initiale  lui  a été  imprimée,  et  quelles 
sont  les  forces  dont  il  a ressenti  l’action. 

L’analvse  dilférenliellc  est  éminemment  propre  à la 
résolution  de  ces  questions,  parce  qu’clledonne  le  moyen 
d’exprimer  immédiatement  des  relations  générales  tou- 
jours subsistantes  entre  les  fonctions  du  temps  qui  re- 
présentent les  coordonnées  variables  du  point  matériel 
et  les  valeurs  des  forces.  On  a ainsi  (les  équations  didt- 
rentielles  du  second  ordre  qui  doivent  être  intégrées , 
et  dont  les  intégrales  se  complètent  par  la  considération 
particulière  et  spéciale  de  la  position  et  de  la  vitesse  ini- 
tiales du  point  matériel. 

13G.  Considérons  un  point  matériel  en  mouvement, 
dont  la  masse  est  m,'e l désignons  'par  ,r,  y,  z ses  di- 
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stances  h trois  plans  rectangulaires  fixes  au  bout  du 
temps t.  Le  mouvement  de  ce  point  sera  donc  défini, 
conformément  à ce  qui  a été  dit  ci-dessus,  par  trois 
équations  telles  que 


•r=?W,  y=W),  z='®'(0, 

f,  'i'  et  'sr-  étant  des  signes  de  fonctions;  et  si  l’on  élimine 
t de  ces  trois  équations,  il  restera,  entre  les  coordonnées 
x,  y,  z,  deux  équations  qui  appartiendront  évidemment 
à la  ligne  droite  ou  courbe  décri  te  par  le  mobile.  Il  s’agit 
de  reconnaître  la  nature  du  mouvement  représenté  par 
ces  trois  équations,  c’est-à-dire  quelles  sont,  à la  fin  du  i. 
temps  quelconque  t , la  direction  de  la  ligne  décrite  par 
lepoint  matériel  et  sa  vitesse  , et  quelles  sont  la  direction 
de  la  force  qui  lui  est  appliquée  et  l’intensité  de  cette 
force. 

Wf  ''  ^ 

137.  Supposons  d’abord  $ • „ 

x—A+at,  y = B+bt,  2=C+c/,  ♦ » 


les  lettres  A, B, C,  a,b,c  désignant  des  constantes.  Il  est 
visible  que  À,B,G  sont  les  trois  coordonnées  du  lieu  où 
se  trouve  le  point  matériel  à l’instant  où  l’on  commence 
à compter  le  temps  t;  et  l’on  n’altérera  pas  le  phénomène 
en  transportant  dans  ce  lieu  l’origine  des  coordonnées, 
ce  qui  permettra  d’écrire  les  équations  plus  simples 

y — ht. 


x = al , 


: = ct. 


Elles  indiquent  que  les  trois  projections  du  point  ma- 
tériel sur  les  axes  se  meuvent  sur  ces  axes  d’un  mouve- 
ment uniforme  dont  les  constantes  a,  i,  c représentent 
les  vitesses. 

r , *•  • 
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V • • 


• * 


S 


I 1 


De  plus  on  en  déduit , en  éliminant  t. 


y=—x, 

a 


c 

Z = X 

a 


pour  les  équations  de  la  ligne  décrite  par  le  point  ma- 
tériel. Cette  ligne  est  donc  droite  , cl  ses  projections  sur 
les  plans  des  xy  et  des  xz  forment  avec  l’axe  des  x des 
angles  dont  les  tangentes  sont  représentées  respective- 
ment par — et  — . La  distance  du  point  matériel  à l’o- 


rigine  des  coordonnées  à la  fin  du  temps  t est 


r jl 


V x’-iy’+ z’=  t V a'+b'+C, 


d’où  l’on  conclut  que  ce  point  se  meut  eu  ligne  droite 
d’un  mouvement  uniforme  dontla  vitesse  est  V a -\-b  +c\ 
Enfin  la  direction  du  mouvement  du  point  matériel 
forme  avec  les  axes  des  x , des  y et  des  z des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

a b c 
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• 1 


üi 


l/âi+^+c''  l/a’+b'+c''  l/a'+b'+c' 


Le  point  matériel  se  mouvanL  d’ailleurs  en  ligne  droite, 
d’un  mouvement  uniforme,  il  est  visible  qu  aucune  force 
rie  sollicite  ce  point  : sa  vitesse  actuelle  lui  a été  impri- 
mée avant  l’instant  d’où  l’on  commence  à compter  le 
temps. 

138.  On  voit  par  ce  qui  précède  comment  les  trois 
vitesses  a,  b , c du  corps  dans  le  sens  de  chaque  axe 
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forment  la  vitesse  effective  de  ce  corps  V a'+b’+c1.  Les 
trois  vitesses  a,  b,  c peuvent  être  regardées  comme  les 
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composantes  de  la  vitesse  du  corps,  et  réciproquement 
la  vitesse  \/a,+b*+cJ  est  la  résultante  des  trois  vitesses 
a,  b,  c.  Les  vitesses  se  composent  et  se  décomposent  sui- 
vant les  mêmes  lois  que  les  forces  dans  la  statique, 
ainsi  que  cela  résulte  évidemment  de  ce  qui  vient  d’être 
exposé. 

En  effet,  V,V'  représentant  deux  vitesses  dans  le  sens 
de  deux  lignes  qui  forment  avec  trois  axes  rectangulai- 
res les  angles  a,  S,  y,  et  S',/,  on  peut  les  regarder 
comme  l’équivalent  de  trois  vitesses  dirigées  suivant  ces 
axes,  et  dont  les  valeurs  sont  respectivement  V cos.  a, 
Vcos.6.  V cos. y pour  la  première,  et  V'cos.a',  V'cos. 6', 
V'cos.y'  pour  la  seconde.  Soit  U la  vitesse  résultante  , et 
>,(*,vles  angles  que  sa  direction  forme  avec  les  axes. 
Cette  vitesse  U sera  également  équivalente  à trois  vi- 
tesses dirigées  suivant  les  axes  et  représentées  par 
Ucos.  /.,  Ucos.fi,  Ucos.  v.  Donc  on  aura 

U cosJ  =Vcos.a+V'eos.a',  ' • 

‘ U cos.u=Ycos.6+Y'cos.e',  * 

U cos.v=Vcos.y -fVcos."/, 

relations  d’où  l’on  conclut  facilement  que  la  vitesse  U 
est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  dia- 
gonale du  parallélogramme  construit  sur  les  vitesses 
V etV'. 

130.  Considérons  maintenant  les  expressions  géné- 

râles 

•*•  = ?(*),  = z — sr(t), 

et  proposons -nous  d’abord  de  trouver  l'expression  de  la 
vitesse  du  point  matériel  au  bout  du  temps  t,  et  la  di- 
rection du  mouvement  de  ce  point.  Il  résulte  du  n°  100 


m »? 
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qu’en  désignant  respectivement  par  u,  v,  w les  vitesses 
des  projections  du  point  matériel  sur  les  axes  des  x,  des 
y et  des  z à la  fin  du  temps  t,  on  aura 


dx  . dy  dz 


dl'  " dl  ’ " dt  ' 

doc  dy  dz 

les  coefficients  diOérentiels  — — étant  déduits  des 

dt  dt  dl 

équations  précédentes.  Or  la  vitesse  du  point  matériel 
à la  fin  du  temps  t n’est  autre  chose  que  la  vitesse  résul- 
tante des  trois  vitesses  u , i>,  w.  Donc  cette  vitesse  est 
exprimée  par 


V/(£)’  +(|MS)'- 


conformément  à ce  qu’on  a vu  dans  les  numéros  précé- 
dents ; et  la  direction  de  la  ligne  décrite  forme  avec  les 
axes  des  a:,  des  y et  des  z , dans  le  lieu  où  le  point  maté- 
riel est  situé  à la  fin  du  temps  t,  des  angles  dont  les 


cosinus  sont  respectivement 

dx 


dt 
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140*  Proposons-nous  en  second  lieu  de  connaître  la 
grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  acquise  dans  l’unité 
de  temps , à la  fin  du  temps  t , par  le  point  matériel , 
et  par  conséquent  la  force  par  laquelle  ce  point  est  sol- 
licité. Il  est  visible  , d’après  les  principes  employés  dans 
Jes  n“’  109  et  110,  que,  pour  connaître  la  vitesse  cher- 
chée , il  faut  considérer  l’altération  subie  par  le  mouve- 
ment du  point  pendant  le  temps  infiniment  petit  dt. 
Or  la  vitesse  acquise  pendant  l’instant  dt  qui  suit 
le  temps  t n’est  autre  chose  que  la  vitesse  qui , étant 


composée  avecla  vitesse  actuelle  J/ #’+m’+w’  , donnerait 
la  vitesse  qui  a lieu  à la  fin  du  temps  t+dt.  Donc  les  com- 
posantes dans  le  sens  des  axes  des  x,  des^et  des  z de  cette 
vi  tesse  acquise  pendant  l’élément  dt  ne  sont  autre  chose 
que  les  accroissements  des  vitesses  u,  y,  jjv,  qui  ont  lieu 
pendant  cet  élément  du  temps,  c’est-à-dire  du,  dv,  d\v. 
„ , du  dy  dw 

On  en  conclut  que  — , —,  — représentent  respective- 
ment les  composantes  dans  le  sens  de  chaque  axe  de  la 
vitesse  que  le  point  matériel  acquiert  dans  l’unité  de 
temps,  à la  fin  du  temps  t.  La  valeur  de  cette  vitesse 
est  donc  exprimée  par 


. / / du\  ( dv\*  ( dw\‘ 

V uinalnx)'" 


ou 


v%)’+ (S*. 


rfV 

dt‘ 


le  temps  t étant  pris  pour  la  variable  indépendante  ; et 
sa  direction  forme  avec  les  axes  des  a:,  des  y et  des  z des 
angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement 
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Si  l’on  représente  par  m la  masse  du  point  matériel , 
la  quantité  de  mouvement  acquise  par  ce  point  dans 
l’unité  du  temps,  à la  fin  du  temps  t,  est  donc 


ou 


r 


V(z)'-g)'+sy . . >- 


« 


P 


et  conformément  aux  n°‘  103  et  suivants,  ces  expressions 
représentent  en  unités  de  poids  l’ellort  exercé  à la  fin  du 
temps  t par  la  force  qui  sollicite  le  point  matériel.  La 
direction  de  cet  effort  forme  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  donnés  par  les  expressions  précédentes. 


On  remarquera  d’ailleurs  que  cet  efiort  équivaut  à trois 
autres  qui  seraient  dirigés  respectivement  dans  le  sens 


des  axes  des  x,  des  y et  des  z,  et  dont  les  valeurs  seraient 
respectivement 
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m —,  m — - 
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Ainsi  ces  expressions  donnent  en  général  les  composantes 
dans  le  sens  des  axes  des  cllorts  exercés  sur  le  point  ma- 
tériel. 

14t.  Les  résultats  qui  viennent  d’étre  exposés  per- 
mettent d’établir  facilement  dans  tous  les  cas  des  équa- 
tions exprimant  les  relations  existantes  entre  les  valeurs 
des  forces  qui  impriment  ou  modifient  le  mouvement 
du  point  matériel , et  les  fonctions  du  temps  par  lesquel- 
les les  espaces  parcourus  en  vertu  de  ce  mouvement 
sont  représentés.  Supposons  en  efiet  qu’un  point  maté- 
riel dont  la  masse  est  m soit  soumis  à l’action  de  plusieurs 
forces , et  imaginons  chacune  de  ces  forces  décompo- 
sée en  trois  autres  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  a;, 
des et  des  z.  Les  composantes  dirigées  dans  le  sens  de 
chaque  axe  s’ajoutant  entre  elles , toutes  les  forces 
seront  réduites  à trois  forces  rectangulaires,  et  en  don- 
nant pour  chaque  instant  ces  trois  forces,  les  actions 
par  lesquelles  le  point  matériel  est  sollicité  se  trouve- 
ront entièrement  définies.  Nous  représenterons  par 
X,  Y,  Z les  valeurs  exprimées  en  unités  de  poids  des 
efforts  exercés  à la  fin  du  temps  t sur  le  point  matériel , 
en  vertu  de  l’action  des  trois  forces  dont  il  s’agit,  dans 
le  sens  des  x,  des  y et  des  z.  Les  quantités  X,  Y,  Z doi- 
vent être  regardées  en  général  comme  des  fonctions 
dépendantes  du  temps  et  des  coordonnées  x , y,  z qui 
fixent  la  position  actuelle  du  point  matériel  On  aura 
donc,  conformément  à ce  qu’on  a vu  dans  le  numéro 
précédent , les  trois  équations 

d'x 


dt' 


:X, 


‘i  'r  v 
,ndï='’ 


d‘Z 


' V 


— , >‘7  — n 

qui  expriment  les  conditions  générales  du  mouvement 
de  ce  point. 

Ces  équations  peuvent  également  s’écrire 

iïx  _ X _ Y <£z  _ 7 

de'  m ’ c/t’  m ’ rfr*  m ’ 

X Y Z 

et  il  est  visible  que  les  quantités  — — sont  les  valeurs 

m m m 

des  vitesses  que  pourraient  imprimer  dans  l’unité  de 
temps  au  point  matériel  les  trois  forces  par  lesquelles 
il  est  sollicité.  Par  conséquent,  lorsque  ces  forces  seront 
données  en  exprimant  les  vitesses  qu’elles  sont  capables 
d’imprimer  dans  l'unité  de  temps  au  point  matériel, 
les  équations  générales  du  mouvement  s’obtiendront 
en  égalant  respectivement  les  coefficients  différentiels 
d'x  d'y  dxz 

~dt'  ’ dâ  ’ Tiï7  aUX  Vltesses  4UC  ,es  Iorces  agissant  sur  le 

point  matériel  lui  impriment  dans  l’unité  de  temps  dans 
le  sens  des  x , des  y et  des  z. 

Propriétés  générales  du  mouvement  d’un  point  matériel. — 
Conservation  du  mouvement  rectiligne 

142.  Les  équations  du  mouvement  d’un  point  maté- 
riel expriment  diverses  propriétés  ou  principes  généraux 
dont  la  considération  est  très-importante  , surtout  lors- 
qu’on les  étend  , comme  cela  sera  fait  par  la  suite  , au 
mouvement  d'un  système  formé  de  plusieurs  points 
matériels  assujettis  les  uns  aux  autres,  et  sollicités  par 
des  forces. 

Supposons  en  premier  lieu  qu’aucime  force  ne  soit 
appliquée  au  point  matériel  : les  équations  dont  il  s’agit 

se  réduiront  à 


ê $8* 


♦ 

$ 

t * 

? 


w 


% 


— 118 


d’x 

^=0’ 


d'y 


di 


7=0, 


cTz 


d’où  l’on  déduit  en  intégrant  une  première  fois 


«te  4 


dx 

~dt==a’ 


dz 

dt~C * 


a,è,c  désignant  des  constantes  arbitraires.  On  en  con- 
clut qu’aucune  force  n’étant  appliquée  au  point  matériel, 
ses  trois  vitesses  dans  le  sens  de  chaque  axe,  dont  a,b,c 
représentent  les  valeurs,  sont  constantes  ; d’où  il  suit  que 
ce  point  se  meut  en  ligne  droite  d’un  mouvement  uni- 
forme. 

Une  seconde  intégration  donne 

x—k+at,  y=C+bl,  z—C+ct, 

A,B,C  désignant  trois  nouvelles  constantes  arbitraires 
qui  représentent  évidemment  les  coordonnées  de  la  posi- 
tion du  point  matériel  correspondant  à t=o.  Si  l’on  sup- 
posait a=o,  b=o,  c=o,  les  valeurs  x,y,z  se  réduiraient 
aux  trois  constantes  A,B,C. 

Ces  résultats  n’apprennent  ici  rien  de  nouveau  : on 
vérifie  seulement  que  les  équations  générales  expriment, 
comme  cela  doit  être , la  propriété  des  corps  désignée 
dans  le  n°  102  par  le  mot  d’inertie. 

Conservation  du  mouvement  de  rotation.  Principe  des  aires. 

143.  Reprenons  les  trois  équations 
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on  en  déduira  facilement  les  suivantes  , 
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de 

x<Fz — z cCx 


=Xr — Y jt. 


rf/’ 


=Zx-Xs, 
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lesquelles  peuvent  s’écrire 


g^Tggfes-Zr, 
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diydx—xdy) y Y 

md{xdz-zdx±  = Zx  Xz 


de 
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Or,  les  derniers  membres  de  ces  équations  seront  nuis 
dans  deux  cas  : 1°  Si  les  forces  X.Y.Z  sont  nulles,  comme 
on  l’a  supposé  dans  le  n°  précédent  ; 2°  si  la  force  qui 
sollicite  le  point  matériel,  et  dont  X,Y,Z  sont  les  com- 
posantes dans  le  sens  des  axes,  est  constamment  dirigée 
vers  l’origine  des  coordonnées  (comme  cela  aurait  lieu  si 
cette  force  était  le  résultat  d’une  attraction  ou  d’une  ré- 
pulsion émanant  de  ce  point).  En  admettant  donc  que 
l’on  soit  dans  l’un  ou  l’autre  des  ras  dont  il  s’agit,  les 
équations  précédentes  se  réduiront  a 

divdx-xdy)  d(xdz-zdx)_  d{zdy-ydz)_n 

d? — ’ de  ’ de 

et  intégrant  une  première  fois , on  en  déduira 
ydx — xdy  xdz — zdx  zdy  yd~ . j 

dt  ="’  Tt  dt 

n,l,m  désignant  des  constantes  arbitraires. 


é 


Ou  conclut  immédiatement  de  ces  équations  que  la 
ligne  décrite  par  le  point  matériel  est  alors  tomprise 
dans  un  plan  passant  par  l’origine  des  coordonnées  ; car 
si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  z , y et  x , il  viendra 

0 = Ix+mjr+nz, 

relation  à laquelle  les  coordonnées  du  point  matériel 
doivent  constamment  satisfaire. 

Considérons  de  plus  la  ligne  droite  tracée  dans  ce 
plan  , de  l’origine  des  coordonnées  au  point  dont  les  co- 
ordonnées sont  xj-, z,  et  où  le  point  matériel  est  situé  à 
la  Gn  du  temps  t.  Désignons  par  ;■  la  longueur  à la  Gn  du 
temps  t de  la  ligne  dont  il  s’agit,  dont  la  direction  change 
à chaque  instant  par  l’effet  du  mouvement  du  point  ma- 
tériel , et  que  l’on  nomme  rayon  vecteur.  Soit  d<->  l’angle 
inGniment  petit  compris  entre  les  positions  du  rayon 
vecteur  qui  ont  lieu  à la  Gn  du  temps  t et  du  temps 
t-\-dt.  La  longueur  de  ce  rayon  devient  r-\-dr  à la  Gn  du 
temps  t-\-dt , et  si  l’on  désigne  par  ds  l’arc  décrit  par  le 
point  matériel  dans  l’élément  du  temps  dt,  on  aura  évi- 
demment r.'du  = ds ’ — dr‘ , ou 

, r'ds' — [xdx+ydy+zdzy 

CÙt)  — ~ — . . ■ ■ ■ 

r* 

Or,  l’aire  triangulaire  inGniment  petite  décrite  dans  l’es- 
pace par  le  rayon  vecteur  r pendant  l’élément  du  temps 

1 

dt  est  r.'dv  : donc  la  valeur  de  cette  aire  est 

2 

- V r'ds 
2 


• — (xdx+ydyxzdz)  ' , 


..via 


expression  qui  revient  à 


1 

2 


V [ydx — xdy)'+{xdz — zdx)  ’+{zdy—ydz)’ . 


Il  est  évident  d’ailleurs  que  si  le  rayon  r se  trouvait  di- 
rigé dans  le  plan  des  xy,  des  xz  ou  des  yz>  cette  formule 

1 t 

générale  donnerait  - (ydx — xdy),  - ( xdz — zdx)  ou 

2 2 

1 

- ( zdy — ydz ) pour  les  aires  que  ce  rayon  décrirait  alors 


dans  ces  plans  pendant  le  temps  dt  ; ou,  si  l’on  veut, 
ces  trois  quantités  représentent  respectivement  les  aires 
décrites  pendant  le  temps  dt  sur  les  plans  des  xy , des 
xz  et  des  yz  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur  ces 
mêmes  plans.  Ainsi , nous  trouvons , comme  cela  doit 
être,  que  l’aire  décrite  dans  l’espace  par  le  rayon  vecteur 
dirigé  au  point  matériel  est  égale  à la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  des  trois  projections  de  cette  aire  sur 
les  plans  coordonnés. 

Mais  il  résulte  des  équations  obtenues  ci-dessus  que 


rapports  des  projections  de  l’aire  élémentaire  -i 


sur  les  plans  coordonnés  à l’élément  du  temps  dt  con- 
servent toujours  des  valeurs  constantes.  Donc  cette  aire 
elle-même  conserve  aussi  avec  l’élément  du  temps  dt 
pendant  lequel  elle  est  décrite  un  rapport  constant.  Ainsi 
l’on  conclut  de  ce  qui  précède  que  lorsqu’un  point  maté- 
riel en  mouvement  n’est  soumis  à l’action  d’aucune  force, 
ou  n’est  sollicité  que  par  une  force  quelconque  émanant 
d’un  centre  fixe  , ce  point  se  meut  constamment  dans  un 
plan  passant  par  ce  centre  fixe , de  manière  que  le  rayon 
vecteur  dirigé  du  centre  fixe  sur  le  point  mobile  décrit 
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des  aires  égales  en  temps  égaux.  Les  constantes  n,rn,l 
représentent  les  doubles  des  aires  décrites  dans  chaque 
unité  de  temps  par  les  projections  du  rayon  vecteur  sur 
les  plans  des  xy,  des  xz  et  des^s,  et  l’aire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  même  dans  l’unité  de  temps  est 


- yr+m‘+n' 


Les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  des  x , des  y 
et  des  z par  la  normale  au  plan  dans  lequel  se  meut  le 
point  matériel  sont  représentés  par 


V r+m'+n'  V l'+nS+ri  l^T+m'+n’ 

Réciproquement , lorsqu’un  point  matériel  se  meut 
dans  un  plan  de  manière  que  son  rayon  vecteur  dirigé 
sur  un  point  fixe  pris  dans  ce  plan,  décrit  des  aires  égales 
dans  chaque  unité  de  temps , la  force  par  laquelle  ce 
point  matériel  est  sollicité  (si  elle  n’est  pas  nulle)  est 
nécessairement  dirigée  constamment  dans  le  sens  du 
rayon  vecteur  : c’est  ce  qu’on  nomme  une  force  cen- 
trale. 

Conservation  de  la  force  vive. 

144.  Si  les  équations  générales  du  u”  142 

d‘z 


md?-X’ 


jff  v 
dF  Y' 


md?=Z’ 


sont  multipliées  respectivement  par  dx,  dy,  dz,  et  ajou- 
tées entre  elles  , elles  donneront 


ni 


dx . d’x+dy . cty+dz  d% z 


dû 


= X.dx+Y  dy+Zdz  -, 


WT 
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ou  en  nommant  comme  ci-dessus  ds  l’espace  décrit  par 
le  point  matériel  pendant  l’élément  du  temps  dt, 

m^£l=Xdx+Ydy+Zdz-, 
dt * 

et  en  intégrant  il  viendra 

m =G^(Xdx+Ydy+Zdz)^ 

C désignant  une  constante  arbitraire. 

La  nature  de  cette  équation  et  la  propriété  qu’elle 
exprime  doivent  être  considérées  avec  attention.  Remar- 
quons d’abord  qu’en  désignant  par  R la  force  appliquée 
au  point  matériel  dont  X,Y,Z  sont  les  composantes  dans 
le  sens  des  axes  ; par  r la  distance  à laquelle  le  point 
matériel  se  trouve  à la  fin  du  temps  t d’un  certain  point 
fixe  pris  sur  la  direction  de  cette  force  R , et  par  consé- 
quent par  dr  l’espace  que  le  point  matériel  décrit  dans 
le  sens  de  cette  même  direction  en  même  temps  qu’il 
décrit  les  espaces  dx,dy,dz  dans  le  sens  des  axes , on 
aura  toujours  d’après  le  n°  29,  Hdr  = Xdx+Ydy  + Zdz. 
On  peut  donc  écrire  au  lieu  de  l’équation  précédente 


m 


(S)'=e+2jW 


La  constante  C se  déterminera  d’après  l’état  du  corps  à 
un  instant  donné.  Si  nous  représentons  par  ~ la  valeur 

de  la  vitesse  ■—  à l’instant  où  r avait  la  valeur  /•„,  nous 
dt 

autods  évidemment 


I 2 4 — 


Cela  posé,  lu  on  appelle  force  vive  d’un  corps  en  mouve 
ment  le  produit  de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse 
actuelle. 

2°  Lorsqu  un  corps  en  mouvement  est  sollicité  par 
une  force,  on  nomme  quantité  d’action  élémentaire  le 
produit  de  l’effort  R exercé  par  la  force  et  de  l’espace  in- 
finiment petit  dr  décrit  pendant  l’élément  du  temps  dt 
par  le  point  matériel  dans  le  sens  de  la  direction  de  la 

Çr 

force  , et  quantité  d’action  l’intégrale  \ Rr//'  exprimant 

la  somme  des  quantités  d’action  élémentaires  qui  ont  été 
produites  pendant  que  le  point  matériel  a décrit  l’es- 
pace r — ri  dans  le  sens  de  la  direction  de  la  force. 

La  propriété  exprimée  par  l’équation  précédente  con- 
siste donc  en  ce  que,  dans  un  temps  donné  quelconque, 
l’accroissement  de  la  force  vive  du  point  matériel  est  tou- 
jours numériquement  égal  au  double  de  la  quantité  d’ac- 
tion.produite  dans  le  meme  temps  par  la  force  qui  solli- 
cite ce  point. 

145.  Lorsque  la  force  R est  constante,  on  a simple- 
ment 

( ds\*  ( ds V 

w(sr)-wttarJ  =1R(/W‘,)  : 


l’accroissement  de  la  force  vive  du  point  matériel  dans 
un  temps  donné  est  égal  au  double  du  produit  de  l’effort 
R par  l’espace  parcouru  dans  le  même  temps  par  le  point 
matériel  dans  le  sens  de  cet  effort. 

Lorsque  la  force  R est  donnée  en  fonction  de  la  ilis- 


**  * 


■»>/ 
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tance  r seulement , la  quantité  Rc?/  petit  toujours  être 
regardée  comme  la  différentielle  d’une  certaine  fonc- 
tion n de  r,  en  sorte  qu’on  aurait  Kdr  = dn.  L’équa- 
tion du  n°  précédent  devient  alors 


m 


en  désignant  par  nD  la  valeur  de  la  fonction  n qui  ré- 
pond à r=rD.  La  valeur  de  la  force  vive  du  point  maté- 
riel qui  a lieu  à la  (in  du  temps  t,  et  par  conséquent  la 
vitesse  de  ce  point , dépendent  donc  uniquement  de  la 
nature  de  la  fonction  n , et  de  la  valeur  de  la  distance  r 
à la  fin  du  temps  t.  Elles  ne  dépendent  nullement  de  la 
figure  de  la  ligne  qui  a été  décrite  pendant  ce  temps  par 
le  point  matériel.  Lorsque  dans  son  mouvement  ce  point 
s’approche  et  s’éloigne  alternativement  du  point  fixe 
pris  sur  la  direction  de  la  force  à partir  duquel  la  dis- 
tance r est  comptée , la  valeur  de  la  vitesse  se  retrouve 
toujours  la  même  lorsque  la  distance  r reprend  la  même 
valeur.  Le  point  matériel  revenant  à son  point  de  dé- 
part regagne  en  se  mouvant  dans  le  sens  de  la  force  la 
vitesse  qu’il  a perdue  en  se  mouvant  en  sens  contraire 
de  l’action  de  la  force  , et  réciproquement.  C’est  en  cela 
que  consiste  la  conservation  de  la  force  vive. 

Lorsque  la  force  R n’est  pas  donnée  uniquement  en 
fonction  de  la  distance  r,  l’intégrale  JRdr  ne  peut  pas 
être  prise  immédiatement,  et  la  valeur  de  la  vi- 
tesse du  point  matériel  n’est  pas  donnée  par  la  seule 
connaissance  de  la  distance  r.  La  proposition  énoncée  à 
la  fin  du  n1  précédent  subsiste  toujours  ; mais  il  n’existe 
plus  de  conservation  de  la  force  vive- 
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IX.  Mouvement  d’un  point  matériel  sollicité  par  des 

FORCES  QUELCONQUES  ET  ASSUJETTI  A SE  MOUVOIR  SUR  UNE 

LIGNE  OU  SUR  UNE  SUIi^CE  DONNÉES. 

146.  Soit  d’abord  un  point  matériel  sollicité  par  des 
forces  quelconques , et  assujetti  à se  mouvoir  sur  une 
ligne  quelconque  donnée  et  maintenue  dans  une  posi- 
tion fixe.  La  question  consiste  l°à  déterminer  le  mouve- 
ment du  point  matériel  ; 2°  à connaître  l'effort  qui  sera 
exercé  contre  la  ligue  maintenue  fixe,  dans  chacune  des 
positions  occupées  successivement  par  ce  point. 

Quelles  que  soient  les  forces  appliquées  au  point 
matériel , on  peut  toujours  les  remplacer  par  une  seule 
force  R . dont  nous  représenterons  comme  dans  le  n“  141 
les  composantes  dans  le  sens  des  x,  desj'  et  des  z,  par 

X,  Y,  Z.  Et  nous  remarquerons  en  premier  lieu  que 
cette  force  R se  décompose  nécessairement  elle-même  en 
deux  autres  , l’une  P dirigée  dans  le  sens  de  la  tangente 
menée  à la  courbe  donnée  dans  le  lieu  où  se  trouve  le 
point  matériel,  et  l’autre  Q perpendiculaire  à cette 
tangente.  Cette  dernière  force  Q est  évidemment  détruite 
par  la  résistance  de  la  courbe  , et  n’exerce  aucune  action 
pour  produire  le  mouvement  du  point  matériel.  La  force 
P,  au  contraire , n’exerce  aucune  action  sur  la  courbe  , 
et  imprime  au  point  matériel  son  mouvement.  En  dési- 
gnant d’ailleurs  par  x,y,z  les  coordonnées  du  lieu  où  se 
trouve  le  point  matériel  à la  fin  du  temps  t , et  par  ds 
l’élément  de  la  courbe  qui  répond  aux  éléments  dx,dj,dz 
parcourus  dans  le  sens  des  axes  pendant  le  temps  dt  par 
le  point  matériel  , on  aura  évidemment 


* M 


d. r dy  „ dz 

p==*77+y: /;+/7r 
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Quant  a la  force  Q,  ses  composantes  dans  le  sens  des  axes 
des.r,  des et  des  z seront  respectivement 


y pl£i 

V ds  ' 


P dy 
ds  ’ 


clz 

z-p* 


Ainsi  les  forces  P,Q  dont  il  s’agit  seront  facilement  ex- 
primées lorsqu'on  aura  donné  les  forces  X,  Y,  Z. 

En  second  lieu , à l’égard  de  la  résistance  opposée 
par  la  courbe , dont  la  direction  est  nécessairement  per- 
pendiculaire à cette  courbe  , on  peut  également  la  con- 
cevoir décomposée  en  deux  forces  : la  première  détruit 
la  force  Q et  lui  est  égale  et  directement  opposée  ; la  • 
seconde  est  une  force  inconnue , à l’égard  de  laquelle  on 
sait  seulement  que  sa  direction  est  perpendiculaire  à la 
courbe,  et  qu’il  s’agit  de  déterminer.  Nous  désignerons 
par  N cette  seconde  force , et  par  /,  m,  n les  angles  que 
sa  direction  forme  avec  les  axes  des  x , des  / et  des  z. 
L’existence  de  la  partie  N de  la  résistance  de  la  courbe 
est  l’ellel  de  l’inertie  du  point  matériel  , qui  tend  con- 
stamment à sortir  de  la  courbe  dans  laquelle  il  est  re- 
tenu, et  à continuer  son  mouvement  en  ligne  droite 
avec  sa  vitesse  actuelle.  De  plus,  comme  la  force  Q et 
la  partie  de  la  résistance  qui  lui  est  opposée  se  détruisent 
mutuellement , le  mouvement  du  point  matériel  est  uni- 
quement produit  ou  modifié  par  les  forces  P et  N.  La 
force  N se  déterminera  évidemment  par  cette  condition 
que  le  point  matériel  étant  supposé  entièrement  libre, 
et  sollicité  par  les  deux  forces  P et  N,  ce  point  prenne 
en  vertu  de  faction  de  ces  deux  forces  le  même 
mouvement  qu’il  prend  effectivement  dans  la  courbe 
donnée. 
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Cela  posé , remarquons  que  la  vitesse  du  point  maté- 


ds 


riel  «à  la  fin  du  temps  t est  — , dont  les  composantes  dans 


le  sens  des  axes  des  x,  des  y et  des  z , sont  respec- 
tivement 

ds  dx  dsdydsdz  t|  ■ 

dt  ds  ’ dt  ds  ’ dt  ds 


Ainsi  le  point  matériel  acquiert  pendant  l’élément  du 
temps  dt  dans  le  sens  des  axes  des  vitesses  respective- 
ment égales  aux  diflérentielles  de  ces  quantités  , c’est-à- 
dire  à 

d's  dx  ds  , fdx\  d's  dy  ds  fdyy 


dt  ds 


ds  ds  dy  ds  (dy\ 

dt  \dsJ ’ dt  ds^~  dt  \ ds  J* 


d's  dz  ds  ( dz~\ 
dt  ds  dt  >■  ds  l ’ 


et  ces  diflérentielles  étant  divisées  par  dt  donneront  les 
vitesses  acquises  à la  fin  du  temps  t,  pendant  l’unité  de 
temps  dans  le  sens  de  chaque  axe.  Il  résulte  de  là,  confor- 
mément aux  principes  établis  dans  l’article  précédent , 
qu’en  désignant  par  ni  la  masse  du  point  matériel  sup- 
posé libre  et  sollicité  par  les  forces  P et  N,  on  a pour  ex- 
primer les  conditions  de  son  mouvement  les  équations 


r d‘s  dx  ils  ,(  dx\ 
mi  -rrfc 1-  .TT  ~T  J 


dt' 


ds  J 


ds 

j d's  dy  ds  / dy\ 

\Jïê  27  + dt'  ' dst  „ 


=P  , q-Ncos/ 
ds 


=P-^— f-Ncos.m 
ds 


d's  dz  ds 


m|  de  ds  +dt 


n dz 

P-r4-J\ros.«. 

as  , s ■ 


1V7.  îVous  remsirij lierons  que  la  direction  de  la  foret 
IN  étant  perpendiculaire  à ia  courbe  on  a .nécessairement 
la  relation 
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(lx  , dy  dz 

—COS./+  — cos.m+  — cos./i  =0. 
as  Us  ds 

De  plus,  les  q uan  ti  tés d ^ d(^j^  sont 

respectivement  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles 
formés  avec  les  axes  par  le  rayon  du  cercle  osculateur 
de  la  courbe,  comme  on  le  voit  par  le  n°  237  des  Leçons 
d’analyse  : donc  on  a également  la  relation 


dx  ( dx\  dy  ( dy\  dz  , ( dz\ 

^■d\d7J+ts-d\^)+^-d\dl):=0- 


D’après  cela  , si  l’on  multiplie  respectivement  les 

, , , , dx  dy  dz  . , 

équations  precedentes  par  et  si  onles  ajoute. 


on  trouvera 


ds  ds  ds 
d’s 

'“3?=p' 


Le  point  matériel  sollicité  par  la  force  P,  qui  est  con- 
stamment dirigée  dans  le  sens  de  la  courbe,  se  meut 
donc  en  suivant  cette  courbe  comme  il  se  mouvrait  en 
suivant  une  ligne  droite  dans  le  sens  de  laquelle  la  même 
force  P serait  constamment  dirigée. 

Cette  équation  peut  d’ailleurs  s’écrire 


dsd  s 

m — — =P  ds. 
dt 

ou  bien  encore 


dsd’s 

m -y-  = Xdx+Ydy\  Z dz, 
dt‘ 


dsd' s 

m — — = l\ar, 
dt 


dr  désignant  dans  le  n°  l’espace  parcouru  pendant 
l’élément  du  temps  dt  par  le  point  matériel  suivant  la 
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direction  de  la  force  R dont  X, Y, Z sont  les  composantes. 
On  en  tire  comme  dans  ce  numéro 


d’où  l’on  conclut  que  les  propositions  énoncées  dans  les 


n°*  144  et  145  subsistent  également  dans  le  cas  où  le 
point  matériel  est  assujetti  à se  mouvoir  dans  une  courbe 
quelconque  maintenue  dans  une  position  fixe.  Si  le  point 
matériel  n’est  sollicité  par  aucune  force,  sa  vitesse  se 
conserve  sans  altération.  De  plus  , l’accroissement  de  la 
force  vive  , qui  a lieu  dans  un  temps  donné  , est  toujours 
égal  au  double  de  la  quantité  d’action  imprimée  pen- 
dant ce  temps  par  la  force  qui  agit  sur  le  point  matériel , 
ce  qui  lient  à ce  que  les  forces  qui  représentent  la  résis- 
tance de  la  courbe  produisent  toujours  des  quantités 
d'action  nulles  , puisque  les  espaces  décrits  dans  chaque 
élément  du  temps  par  le  point  matériel  suivant  la  direc- 
tion de  ces  forces  ont  toujours  des  valeurs  nulles. 


tenue  , les  trois  équations  posées  à la  fin  du  n°  146  se 
réduisent  à 


et  peuvent  s’écrire, désignant  le  rayon  du  cercle  oscu- 


lateur  de  la  courbe 


i3i  — 


v » 


"l~\?t)ds-a\Ts 


KdlJ  ds  \ds 


\ 

J=Ncos.C 

)=Ncos./n, 

: ^ L ' rM 

)=Ncos.n. 

» -r- M ft  " 

En  élevant  ces  équations  au  quarréet  les  ajoutant,  on 
trouvera 

N=‘%©‘i 

et  par  conséquent 

“*•'=7,  *(£).■  — =7/(7;). 

ou  en  ayant  égard  aux  expressions  de  cos.  1,  cos.g,  cos.v 
données  n"  237  des  Leçons  d’analyse  , 

cos,l  = cos.l,  cos.m  = cos.k,  cos./i  =cos.v. 

Ainsi  la  direction  de  la  force  N coïncide  constamment 
avec  celle  du  rayon  du  cercle  oscillateur  de  la  courbe 
dans  laquelle  se  meut  le  point  matériel , et  cette  force 
agit  de  manière  à tendre  à rapprocher  ce  point  du  centre 
de  courbure.  Elle  dépend  uniquement  de  la  vitesse  du 
t’oint  matériel  et  de  la  grandeur  du  rayon  de  courbure 
qui  ont  lieu  dans  chaque  point  de  la  courbe. 

On  voit  d’après  ce  résultat  que  la  tendance  du  point 
matériel  à conserver  la  direction  actuelle  de  son  mouve- 
menl , produit  contre  la  courbe  dans  laquelle  ce  point 
est  retenu  un  ellort  dirigé  constamment  dans  le  sens  du 
rayon  de  courbure  de  celte  courbe.  Cet  ellort,  appelé 
force  centrifuge  parce  que  le  point  matériel  tend  tou- 
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jours  à s’éloigner  du  centre  de  courbure , est  détruit  par 
la  résistance  de  la  courbe.  Sa  valeur  est  représentée  en 

unité  de  poids  par  l’expression  m—  f-y-j  . en  sorte  qu’il 

est  capable  d’imprimer  au  point  matériel , dans  l’unité 

a 

, c’est-à-dire  égale 

anquarréde  la  vitesse  actuelle  du  point  matériel  divisé 
par  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe. 

Remarque  relative  au  mouvement  d'un  point  matériel 
entièrement  libre. 

1Ü9.  Lorsqu’un  point  matériel,  par  l’efiet  d’une 
cause  quelconque , se  meut  en  ligne  courbe,  la  force 
centrifuge  subsiste.  Si  ce  point  est  retenu  dans  une 
courbe  donnée  , cette  force  centrifuge  est  détruite  par 
la  résistance  de  la  courbe.  Si  le  point  matériel  se  meut 
librement , la  force  centrifuge  doit  être  détruite  par  les 
forces  mêmes  qui  sont  appliquées  à ce  point.  On  con- 
çoit d après  cela  que  le  mouvement  libre  d’un  point  ma- 
tériel doit  être  assujetti  à cette  condition  , que  les  forces 
qui  lui  sont  appliquées  puissent  toujours  être  rempla- 
cées par  deux  forces  seulement , l’une  dirigée  dans  le 
sens  de  la  tangente  et  l’autre  dirigée  dans  le  sens  du  rayon 
de  courbure  de  la  ligne  qu’il  décrit,  dont  la  première 
produise  le  mouvement  du  point  matériel  dans  le  sens 
de  cette  ligne,  et  dont  la  seconde  détruise  la  force  cen- 
trifuge. 

En  effet , supposons  la  force  R appliquée  au  point 
matériel  décomposée  en  deux  autres  forces,  l’une  R'  diri- 
gée suivant  la  tangente  de  la  courbe  , l’autre  R"  dirigée 


de  temps , une  vitesse  égale 
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suivant  le  rayon  de  courbure.  Les  équations  générales 
du  n"  142  deviendront 


I). 


^=k>Æ+r».  S,d(±.\ 

' c/.ç  ris  \ 


rfs  /’ 


et  il  s’agit  d’en  déduire  les  valeurs  de  R' et  R".  Or  en 
multipliant  d’abord  chaque  équation  par  le  coefficient 
de  R'  dans  cette  même  équation  et  ajoutant , le  ternie 
contenant  R"  sera  nul  puisque  la  direction  de  cette  force 
forme  avec  celle  de  R'  un  angle  droit , et  il  viendra  sim- 
plement 


t dx.d'x+dy.cTy+dz.cPz 


de' 


ds 


:R’  011  "*  dé 


en  sorte  que  la  force  R'  ne  dillère  point  de  la  force  qui 
a été  désignée  par  P dans  le  n®  146. 

150.  Si  l’on  multiplie  ensuite  chaque  équation  par 
le  coefficient  de  R"  dans  cette  même  équation,  et  si  on 
les  ajoute,  le  coefficient  de  R' sera  nul  à son  tour,  et  l’ou 
aura 


z/t- 

ou 

ni 


•„  •# 

>•: 


7ë  R", 

ou  enfin  ( en  ayant  égard  à l’expression  de  p donnée 
n"  237  des  Leçons  d'analyse ),  , À J*  £ 
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lu  force  R"  est  donc  égale  à celle  qui  a été  désignée  par 
N dans  le  n°  14-6. 

Mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface  donnée. 

151.  Considérons  maintenant  un  point  matériel  sol- 
licité par  des  forces  quelconques  et  assujetti  à se  mouvoir 
sur  une  surface  donnée  maintenue  dans  une  position 
fixe  . La  question  consiste  à déterminer  1°  la  ligne  décrite 
par  le  point  matériel  sur  la  surface  (ligne  que  l’on  nomme 
en  général  trajectoire ) et  le  mouvement  du  point  dans 
le  sens  de  cette  ligne  ; 2°  la  pression  exercée  par  le  point 
matériel  contre  la  surface,  qui  est  nécessairement  di- 
rigée perpendiculairement  à cette  surface. 

Nous  désignerons , comme  dans  le  nu  146  , par  R la 
force  agissant  à la  fin  du  temps  t sur  le  point  matériel, 
çt  par  X,  Y,  Z les  composantes  de  cette  force  dans  le  sens 
des  axes  des  x , des^  et  des  z.  L’équation  de  la  surface 
que  le  point  est  assujetti  à décrire  sera  représentée  en 
général  par 

= =./ï-*\r). 

et  les  coordonnées  de  la  trajectoire  devrontsatisfaire  à cette 
équation.  Nous  désignerons  par  N la  résistance  de  la 
surface  à la  pression  qu'elle  supporte , et  nous  remarque- 
rons que  la  force  R se  décompose  nécessairement  en 
deux  autres,  l’une  dirigée  perpendiculairement  à la 
surface , et  qui  se  trouve  détruite  ; l’autre  dirigée  dans 
le  plan  tangent  à la  surface,  et  qui  seule  agit  pour  pro- 
duire le  mouvement  du  point  matériel.  La  force  N doit 
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dabord  détruire  la  première  des  deux  forces  dont  oli 
vient  de  parler;  de  plus,  elle  doit  balancer  l’elfet  de  l’iner- 
tie du  point  matériel  qui  tend  sans  cesse  à sortir  de  la 
surfacedans  laquelle  il  est  retenu.  On  saitque  la  direction 
de  la  force  N est  perpendiculaire  à la  surface,  et  on  en 
déterminera  complètement  la  valeur  d’après  cette  condi- 
tion que  le  point  matériel  supposé  entièrement  libre  étant 
soumis  à l’action  des  deux  forces  R et  N,  ce  point  prenne 
le  même  mouvement  qu’il  prend  effectivement  dans  la 
surface  donnée. 

D’après  cela,  en  se  rappelant  les  expressions  générales 
des  cosinus  des  angles  formés  avec  les  axes  par  la  nor- 
male a la  surface  qui  ont  été  données  n°  217  des  Leçons 
d analyse  , on  posera  les  équations. 

dz 


dx 

rn— =X—  N 
dC 


dx 


d Z r»  T\x 

ni  — = Z+N 

dC 


dz 

dÿ 


VWW7' 


. \Z(s)+^)+1 


Hiv 
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qui , réunies  à l’équation  de  la  surface  z — , doi-  . # . ; 

vent  servir  à déterminer  le  mouvement  du  point  maté-  , 
riel  et  la  résistance  de  la  surface  désignée  par  N.  Dans  » . ‘ • / 
ces  é(juations,  les  coordonnées  x ,y,z  appartiennent  au  . * •"  ' 

.*  point  de  la  surface  où  se  trouve  place  le  point  w * 
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la  fin  du  temps  t ; — et  ~ représentent  les  valeurs  que 

prennent  en  ce  point  les  coefficients  différentiels  de  la 
fonction  z déduits  de  l’équation  z=J(y,x). 

152.  Cela  posé,  soit  ds  l’élément  de  la  trajectoire  du 
point  matériel  décrit  pendant  l’élément  du  temps  dt , 
dont  les  projections  sur  les  axes  sont  représentées  res- 
pectivement par  dx,dy,dz.  Cet  élément  forme  un  angle 
droit  avec  la  normale  à la  surface.  Par  conséquent,  si 
l’on  multiplie  respectivement  les  équations  précédentes 
dx  dy  dz 

par  et  s*  on  *es  ajoute,  le  terme  contenant  N 

disparaîtra,  et  il  viendra 


m 


d.r.d ‘ x+dyd‘y+dzd‘  z 
dC  : 


Xdx+Y  dy+Zdz , 


ou  (comme  au  n"!!^), 


d'où  l’on  déduit 


dstPs 


Ainsi  les  propositions  des  n°*  144  et  145  relatives  au 
mouvement  d’un  point  matériel  libre  conviennent  éga- 
lement au  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à se 
mouvoir  dans  une  surface  donnée.  L’accroissement  de 
la  force  vive  dans  un  temps  donné  est  toujours  égal  au 
double  de  la  quantité  d’action  produite  par  les  forces 
agissant  sur  le  point  matériel.  Si  le  point  matériel  n’est 
sollicité  par  aucune  force,  sa  vitesse  initiale  se  conserve 
sans  altération. 


+ 1. 
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153.  Quant  à la  ligne  décrite  par  le  point  matériel, 
nous  remarquerons  qu’cn  éliminant  N entre  les  trois 
équations  du  n*  151,  on  trouve  les  deux  suivantes  , 


r 


d‘x+~-d‘z~ 

dx 


_ dz  ,, 
rPy+  -j-  dz= 
dy 


dtix+£z) 

-(£)■  ' 


-(£$' 


- 

f 


dans  lesquelles  on  pourra  remplacer  m Par  l’ex" 

pression  R dr  trouvée  ci-dessus.  Mettant  de 

plus  à la  place  de  z sa  valeur  en  x et  y tirée  de  l’équation 
de  la  surface,  les  deux  équations  précédentes  ne  contien- 
dront plus  que  ces  deux  variables.  Elles  pourront  servir 
à déterminer  la  projection  de  la  trajectoire  demandée 
sur  le  plan  des  xy  lorsque  la  vitesse  initiale  du  point 
matériel  aura  été  donnée  en  grandeur  et  en  direction. 

154.  Enfin,  quant  à la  pression  normale  représentée 
par  N , si  l’on  multiplie  chacune  des  trois  équations  du 
n°  151  par  le  coefficient  de  N dans  cette  équation,  et  si 
l’on  ajoute  , il  viendra 


N=— 


*x-iï+z 

dx  dy 


t^-d’x+ep-dy—d,z 

dx  dy 
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Le  premier  terme  représente  évidemment  une  force  égale 
et  directement  opposée  à la  composante  de  la  force  R di- 
rigée dans  le  sens  de  la  normale  à la  surface.  A l’égard 
du  second  terme , il  peut  s’écrire 

a ( <~d‘x+C^-d1y — ‘ • * 

1 l ds  V'  \dx  dy  ) 

" * ?' 
Or,  d’après  les  expressions  des  cosinus  des  angles  formés 
par  le  rayon  de  courbure  p d’une  courbe  avec  les  axes , 
qui  ont  été  données  n"  236  des  Leçons  d’analyse,  si  l’on 
nomme  i{/  l’angle  formé  par  le  rayon  de  courbure  de  la 
trajectoire  avec  la  normale  à la  surface , on  aura 


co..J=i 


1 

V/(£)M|)'- 


ou,  en  eilectuant  lesdiliérentiations  indiquées , et  obser- 
vant que  dz=~dx+^j-dy,  puisque  les  coordon- 
nées x,y,z  doivent  satisfaire  à l’équation  de  la  surface. 


eos.|= 


^-(Tx+^f-cPy—eTz 
p a jr  dy 


On  voit  donc  que  le  second  terme  de  l’expression  pré- 
cédente de  pi  peut  s'écrire  . . 
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et  par  conséquent  que  ce  terme  représente  une  force 
égale  et  directement  à la  force  centrifuge  due  au  mou- 
vement du  point  matériel  dans  sa  trajectoire  décomposée 
dans  le  sens  de  la  normale  à la  surface. 

Ainsi  la  pression  normale  soullerte  par  la  surface  est 
la  somme  de  deux  forces , dont  l’une  est  la  composante 
perpendiculaire  à la  surface  de  la  force  agissant  sur  le 
point  matériel,  et  l’autre  la  composante  également  per- 
pendiculaire à la  surface  de  la  force  centrifuge  dont  ce 
point  est  animé  , force  qui  sera  connue  quand  la  figure 
de  la  trajectoire  sera  déterminée. 

155.  Il  y a deux  cas  particuliers  qui  doivent  être  con- 
sidérés à part,  celui  où  la  force  R est  constamment  diri- 
gée suivant  la  normale  à la  surface  sur  laquelle  se  meut 
le  point  matériel,  et  celui  où  cette  force  est  nulle.  On  a 
dans  le  premier  cas  dr  = o,  et  dans  le  second  cas  l’on 
a R=o.  L’équation  obtenue  n°  152  se  réduit  donc 

^dt~dt’  d’°^  ^'on  conc^ut  tfue  1“  v‘‘êsse  initiale  du 

point  matériel  se  conserve  sans  altération.  11  en  résulte 
ds 

que  le  rapport  -jj  est  constant,  ou  que  I on  a 0^=0. 

15G.  Les  équations  de  la  trajectoire  obtenues  n°  153 
deviennent  dans  les  deux  cas  dont  il  s’agit , 


clz 

dx 


:0, 


d‘y+-j-diz—0\ 

dy 


et  elles  indiquent  que  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire 
est  ici  un  plan  normal  à la  surface.  En  elfet,  en  mettant 
pour  d'x  et  d'y  les  valeurs  données  par  les  équations 
précédentes  dans  l’expression  fie  cos  } du  n°  154,  cette 

ejyndjsion  devient  f • ' 
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cos. 


^=-±.d>z.  y/( 

Or,  lorsque  d' 


dz  V fdzy  , 

ite)  +WJ  +l' 


la  valeur  de  p se  réduit  à. 
ds‘ 


& 

M 


p—: 


c’est-à-dire  en  mettant  également  pour  if.r  et  d'y  les 
valeurs  données  par  les  équations  précédentes , à 

ds' 


P=- 


Donc  nous  avons  ici  cosi!<  = — 1.  Ainsi , la  direction  du 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  coïncide  constam- 
ment avec  celle  de  la  normale  à la  surface. 

157.  11  est  évident  d’après  cela  que  la  pression  IN 
exercée  contre  la  surface  est  ici  la  somme  de  la  force  R et 
de  la  force  centrifuge  du  point  matériel , puisque  ces 
deux  forces  sont  également  dirigées  suivant  la  normale 
et,  par  conséquent,  cette  pression,  si  aucune  force  n’agit 
sur  le  point  matériel,  se  réduit  à la  force  centrifuge. 

Le  caractère  géométrique  consistant  en  ce  que  le  plan 
oscillateur  de  la  trajectoire  est  constamment  normal  à 
la  surface , appartient  à la  courbe  que  l’on  obtiendrait 
si  l’on  entreprenait  d’appliquer  sur  la  surface  une  bande 
d’une  largeur  très-petite  sans  duplicature.  Il  appartient 
également  à la  ligne  suivant  laquelle  s’appliquerait  sur 
la  surface  un  fil  tendu  entre  deux  points  donnés  , ab- 
straction faite  de  tonte  résistance  provenant  du  frotte- 
ment. Enfin,  le  caractère  géométrique  dont  il  s’agit 
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convient  encore  aux  lignes  tracées  sur  la  surface  de  la 
terre  par  des  alignements. 

X.  Mouvement  d’un  poiNt  matériel  pesant  sur  une 
courbe  DONNÉE. 

158.  Quelle  que  soit  la  ligne  décrite  par  un  point  ma- 
tériel pesant,  le  mouvement  de  ce  point  est  assujetti  à la 
condition  exprimée  par  l’équation 


mv‘ — mv*=2mg[z — z„) , 


ou 


v’— v„J=2g-(s— z„)  : 

z représente  la  distance  du  point  matériel  au  plan  ho- 
rizontal des  xy  au  bout  du  temps  t , et  v la  vitesse  de 
ce  point  au  bout  de  ce  même  temps;  Zo  et  sont  les 
valeurs  initiales  de  z et  v.  L’ordonnée  z est  comptée  de 
haut  en  bas,  dans  le  sens  de  l’action  de  la  gravité  ; g re- 
présente la  vitesse  que  la  gravité  imprime  dans  l'unité 
de  temps  aux  corps  qui  cèdent  librement  à son  action. 
Cette  équation  n’est  que  l’application  du  principe  établi 
dans  le  n°  14-7,  et  qui  consiste  en  ce  que  la  force  vive  ac- 
quise par  le  point  matériel  dans  un  temps  donné  est 
toujours  numériquement  égale  au  double  des  quantités 
d’action  produites  dans  le  même  temps  par  les  forces  qui 
sollicitent  ce  point. 

Si  la  vitesse  initiale  est  nulle,  on  a simplement 

S=2 'g(z — c„).  IWf 

La  vitesse  acquise  par  le  point  matériel  ne  dépend  donc 
nullement  de  la  figure  de  la  courbe,  mais  seulement  de 
*la  différence  de  niveau  entre  les  points  de  départ  et  d’ar- 
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rivée.  Elle  est  toujours  due  à cette  différence  de  niveau, 
comme  si  le  point  était  tombé  verticalement.  [Voyez 
n°  115.) 

159.  Lorsqu’un  point  matériel  pesant  parcourt  une 

courbe  quelconque  qui  a des  sinuosités  dans  le  sens 
vertical,  la  vitesse  varie  continuellement,  et  ses  maxima 
ou  minima  ont  lieu  dans  les  points  de  la  courbe  où  l’or- 
donnée verticale  z a elle-même  ses  maxima  et  minima, 
c’est-à-dire  dans  les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
est  horizontale,  et  où  le  point  matériel  pourrait  se  main- 
tenir en  équilibre.  * 

La  vitesse  devient  nulle  lorsque  le  point  matériel  se  ’ 
retrouve  dans  le  plan  horizontal  où  il  se  trouvait  quand 
il, a commencé  à descendre  avec  une  vitesse  nulle.  Ainsi, 
un  point  matériel , par  l'effet  de  sa  vitesse  acquise  dans 
sa  descente,  peut  toujours  remonter  au  niveau  de  son 
point  de  départ. 

160.  Le  mouvement  d’un  point  matériel  pesant  dans 
une  courbe  donnée  dépendant  uniquement  des  diffé- 
rences de  niveau  de  ses  parties,  on  peut,  concevant  la 
surface  cylindrique  verticale  qui  contient  cette  courbe, 
imaginer  cette  surface  enveloppée  sur  une  autre  surface 
cylindrique  verticale  à base  quelconque.  Le  mouvement 
d’un  point  matériel  pesant  sur  la  nouvelle  courbe  ob- 
tenue de  cette  manière  s'opérera  comme  sur  la  courbe 
proposée. 

ICI.  La  pression  exercée  contre  la  courbe  varie  en 
général  d’un  point  à l’autre.  D’après  le  nQ  148,  elle  est 
toujours  la  résultante  1“  de  la  csmposanle  du  poids  rng 
du  corps  dirigée  perpendiculairement  à la  courbe  dans  . 
le  plan  vertical  qui  la  touche  au  point  où  se  trouve  le 
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point  matériel,  2'  de  la  force  centrifuge  — —,  ou 

P 

1 MV  • . ..  . J, 

,B“  ^ J > qui  cst  aussl  dirigée  perpendiculairement  à 

la  courbe,  mais  dans  le  plan  osculateur,  et  qui  tend  à 
éloigner  le  point  matériel  du  centre  de  courbure  de  cette 
courbe. 

Si  la  courbe  est  tracée  dans  un  plan  vertical,  les  deux 
plans  dont  on  vient  de  parler  se  confondent  avec  le  plan 
même  de  la  courbe , et  la  pression  qu’elle  supporte  est 
la  somme  de  la  force  centrifuge  et  de  la  composante  du 
poids  du  point  matériel  dirigée  perpendiculairement  à 
la  courbe. 

162.  La  relation  entre  les  espaces  parcourus  sur  la 
courbe  et  le  temps  se  déduit  de  l’expression  de  la  vi- 
tesse du  point  matériel.  L’équation  du  n"  158  donne 

= t'„’+2g(z— io) , d’où  dt= — 

T'  v*- i-Ssl*-*) 

équation  qui  donnera  t en  fonction  de  z ou  de  s. 

163.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  point  ma- 

tériel se  meut  sur  une  ligne  droite  inclinée.  Soit  a l’an- 
gle formé  par  cette  ligne  avec  !a  verticale  : on  aura 
dx  dz 

sin.*  cos.  «.  La  pression  exercée  par  le 

point  matériel  sera  simplement 

mg. sin.a.  ■ fjf 

L’expression  précédente  de  de  deviendra 

0,  jim M 

ds  • ; 
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et  étant  intégrée  de  manière  que  s = sa  quand  1 = 0, 
donnera 


t = 


— v<r\\/  v’„+2gcos.a.(s— s-') 
g cos.  a. 


Ce  résultat  ne  diffère  point  de  celui  qui  convient  à un 
corps  cédant  librement  à l’action  d’une  force  accéléra- 
trice constante  qui  lui  imprime  dans  l’unité  de  temps  la 
vitesse  g cos.* , c’est-à-dire  la  composante  de  la  vitesse  g 
dans  le  sens  de  la  ligne  inclinée. 

164.  On  peut  remarquer  que  si  le  corps  part  sans  vi- 
tesse initiale  de  l’extrémité  supérieure  de  la  ligne  incli- 
née , on  a simplement  t = \ / — — — Par  consé- 

\ g COS.  a. 

quent,  si  l’onconsidérail  des  lignes  diversement  inclinées 
AC, AC',  etc. , (/ ig . 18),  et  qu’on  voulût  les  assujettir 
à la  condition  qu’un pointmatériel  partant  du  point  A ar- 
rivât à l’extrémité  de  chacune  dans  le  même  temps  , il 
faudrait  leur  donner  des  longueurs  telles  que  le  rapport 

fût  constant;  d’où  l’on  conclut  que  ces  lignes  dé- 


cos.* 


vraient  se  terminera  la  circonférence  d’un  cercle  passant 
par  le  point  A. 

165.  Dans  les  cas  naturels  , lorsque  les  corps  glissent 
le  long  d’une  courbe  en  cédant  à l’action  de  la  gravité,  il 
existe  des  résistances  qui  en  altèrent  les  mouvements. 
L’hypothèse  qui  sera  en  général  le  moins  éloignée  de  la 
vérité,  quand  il  s’agit  d’un  corps  solide,  consiste  à re- 
garder la  résistance  comme  due  à un  frottement  dont 
l’intensité  est  proportionnelle  à la  pression  exercée  con- 
tre la  courbe.  On  écrirait  alors  pour  exprimer  les  condi- 


Digitized  by  Google 


lions  du  mouvement  d’un  corps  pesant  glissant  sur  une 
courbe  contenue  dans  un  plan  vertical,  l’équation 


Dans  quelques  cas,  il  pourrait  être  nécessaire  de  con- 
sidérer la  résistance  comme  dépendant  de  la  vitesse  du 
point  matériel , et  d ajouter  au  second  membre  un  terme 
de  la  forme 


H et  C désignant  des  coefficients  constants.  - 

L’intégration  de  cette  équation  fera  connaître  la  loi 
du  mouvement. 

160.  Si  l’on  suppose,  comme  dans  le  n'  163,  le  point 
materiel  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  ligne  droite 
formant  un  angle  a avec  la  verticale , l’équation  précé- 
dente deviendra , en  désignant  toujours  par  v la  vitesse 


Celte  équation  ne  diffère  point  de  celle  qui  a été  trai- 
tée dans  le  n"  103.  Le  mouvement  du  point  matériel  sur 
la  ligne  inclinée  est  égal  au  monvement  qui  aurait  lieu 
sur  une  ligne  verticale  si  la  gravité  était  réduite  dans  le 
rapport  de  cos.  a— /sin.  a à l’unité.  Ce  mouvement  de- 
vient uniforme  lorsque  la  valeur  de  la  vitesse  v satisfait  à 
la  relation 


/désignant  le  rapport  du  frottement  à la 


frottement  à la  pression. 


de  ce  point  à la  fin  du  temps  t , 


dv 

m ="'£•(  c°s  • «— /ii  n . ») — ( Bp-KV  ) . 
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Mouvènumt  d'un  /> oint  matériel  jiesitnl  dans  le  cercle..— 
Pendule  circulaire.  ' 

167.  Considérons  un  point  matériel  pesant  assujetti  à 
se  mouvoir  dans  un  cercle  dont  AB(  fig.  19)  est  le  diamètre 
vertical.  Soit  M la  position  initiale  de  ce  point  et  e0  sa 
vitesse  initiale.  En  cédant  à l’action  de  la  pesanteur,  il 
descendra  sur  l’arc  MA.  Parvenu  au  point  inférieur  A. 

J 

sa  vitesse  sera  la  plus  grande  possible.  11  montera  ensuite 
avec  une  vitesse  décroissante  l’arc  AN,  et  lorsqu’il  arri- 
vera en  N au  niveau  du  point  de  départ  M , il  aura  la 

B • <•  v* 
• • , 

même  vitesse  v„  qu’il  avait  en  ce  dernier  point.  Si  t’„ 
surpasse  la  vitesse  due  à la  hauteur  BP,  le  point  ma- 
tériel montera  de  N en  B,  et  dépassant  ce  point  redes- 
cendra sur  l’arc  BMA.  Dans  ce  cas,  il  continuera  à par- 
courir dans  le  môme  sens  la  circonférence  du  cercle,  les 

• 

1 

4 » « 

* 

♦ ' ».  * 

# 

, V 

• • • 

maxima  et  minima  de  la  vitesse  ayant  lieu  respective- 
ment aux  points  A et  B. 

Mais  si  i*0  est  nulle,  ou  seulement  moindre  que  la  vi- 
tesse due  à la  hauteur  BP,  le  point  matériel  ne  pourra 
pas  monter  jusques  au  point  B.  Il  redesceudra  donc  sur 
l’arc  BNA  à partir  du  point  où  sa  vitesse  est  devenue 
nulle,  puis  remontera  sur  l’arc  AMB  jusques  au  niveau 
de  ce  dernier  point.  Le  point  matériel  continuera  ainsi 
à osciller  dans  le  cercle , c’est-à-dire  à parcourir  alter- 

'  • 

4 • . « 

nativement  en  sens  opposés  une  portion  de  la  circon- 

-s. y ; 
• « 

férence  formée  de  deux  arcs  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  vertical  AB.  La  vitesse  de  ce  point  sera  nulle 
aux  extrémités  supérieures  des  deux  arcs , et  la  plus 
grande  possible  au  poinl  inférieur  A.  Les  temps  em- 

•** * 
* # > 

ployés  par  le  point  matériel  à descendre  sur  l’un  des  arcs 
ebà  monter  sur  l’autre  seront  égaux  entre  eux. 
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168.  Supposons  les  points  du  cercle  rapportés  au* 
deux  axes  horizontal  et  vertical  Ax,  A z,  passant  par  le 
point  inférieur  A,  les  z étant  comptés  de  bas  en  haut. 
Soit  M la  position  intiale  du  point  matériel  et  zo  l’or- 
donnée du  point  M.  Admettons  qu’au  bout  du  temps  t 
le  point  matériel  soit  parvenu  au  point  m,  dont  les  coor- 
données sont  x et  z , Am  sera  l’arc  désigné  par  s.  Pour 
appliquer  ici  la  formule  du  n°  162 , il  faudra  donner  aux 
différentielles  dt  et  ds  des  signes  contraires,  et  changer  le 
signe  de  g,  parce  que  la  gravité  est  dirigée  de  manière  à 
diminuer  les  z.  Nous  aurons  donc 


dt-- 


ds 


V'  vS-\-'2g[Zo— s) 


ou  , parce  que 


ds  = dz. 


<U=- 


\/  Orz—z' 
r.dz 


Ainsi  l’intégrale 


V'  (2rz— z'fc'S+Zgiz—  z)] 


*>• 


M 


4 


— r.dz 


l/  (2rz— s’)[vo’+2g(Zo— s)] 


représente  le  temps  employé  par  le  point  matériel  à par- 
courir l’arc  Mm  dont  les  coordonnées  des  points  extrêmes 
sont  z.  et  z.  «'  y,  ’iS  * ’ 

169.  Nous  considérerons  le  cas  où  le  mobile  part  du 
point  M sans  vitesse  initiale,  et  nous  chercherons  lé 
temps  T qu’il  emploie  à descendre  au  point  inférieur  A.  \ 
L’expression  précédente  donnera  '.ri 
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— r dz 


J.  l/(2rz-z%).2iïvt—z\ 


qui  peut  s’écrire 


— /•=„ 


-iVii 


dz 


9 w . 

-V 

W» 

té*. 

jlF  • 


<\/  (s-s“*,)(1“^ 

ou  en  développant  le  facteur  ^ 


• V =0S-5’  % 

Od  remarquer.!  d’abord  que 
dz 


\ 


•2z — z» 


a5 

par  conséquent 


: arc.  sm. 


dz 


? représenUint  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. Quant  aux  intégrales  relatives  aux  autres  termes 
de  la  série , qui  sont  toutes  de  la  forme  ... 


2« 


.z'dz 


l/zoz-z'  '■  & 

m • ; _ * . »rt  %t  '-*„•»*  .4| 

‘ lfcurs  valeurs  dépendent  les  unes  des  autres  et  peuvent 
s’exprimer  au  moyen  de  la  précédente,  comme  on  1 a vu 
dans  le  n°  287  des  Leçons  d’analyse.  On  peut  d’ail- 
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leurs  s’en  assurer  d’une  manière  fort  simple  en  obser- 
vant que 

z'dz  z'+'dz 


d.  (z  \/  Z0Z— 3*)=^  «+  1 


1/zoZ-z' 


(«+!) 


V- 


ZoZ- 


On  aura  donc,  en  intégrant  les  deux  membres  de 
cette  équation  depuis  s = z„  jusqu’à  z = o,  puisque 
l’intégrale  du  premier  membre  est  nulle  entre  ces  li- 
mites , 

f*.  z'+'dz  (2«+l)sof  z"-dz 

Jo  V* s., S— s" 


__(2/i+l)z 


Celle  relation  , en  faisant  successivement  n = o,  ri  = i , 
n=2,  etc.,  donnera,  à partir  du  second,  tous  les  termes 
de  la  série  précédente,  laquelle  deviendra 

Le  point  matériel  parvenu  en  A emploie  pour  s'élever 
en  N au  niveau  du  point  de  départ  M le  même  temps 
qu’il  a employé  à descendre  de  M en  A.  La  durée  d’une 
oscillation,  c’est-à-dire  le  temps  nécessaire  pour  que  le 
point  matériel  parcoure  l’arc  MAJV,  est  double  de  la 
valeur  précédente  de  T. 

170.  Soit  n l’angle  MCA  formé  par  le  rayon  CM  qui 
répond  au  point  de  départ  du  point  matériel  avec  le  dia- 
mètre vertical  AB.  On  aura 

s.  1 z,,  I h1 

-=  2 (1  eos  ft),  ou  etc.  , 

Sr  1 arc  ’ft.esl  très-petit  , l'expression  de  la  durée  d'une 
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oscillation  se  réduira  donc,  en  ne  conservant  que  le» 
deux  premiers  termes  de  la  série  , à 


et,  en  ne  négligeant  qu’une  quantité  très-petite  du  se- 


Àinsi , la  durée  des  petites  oscillations  circulaires  d’uu 
point  matériel  est  indépendante  de  l’amplitude  de'ces 
oscillations , propriété  qui  s’exprime  en  disant  que  ces 
oscillations  sont  isochrones,  c’esl-a-dire  que  leur  duree 
est  la  même  , quelle  que  soit  leur  étendue.  Cette  durée 
est  égale  au  temps  qu’emploierait  un  corps  pesant  à 
tomber  d’une  hauteur  égale  à la  moitié  du  rayon  du 
cercle  multiplié  par  le  rapport  n.  Une  courbe  quel- 
conque pouvant  être  regardée  comme  se  confondant 
dans  une  étendue  très-petite  avec  son  cercle  osculateur , 
la  formule  précédente  exprimera  également  la  durée  des 
oscillations  d’un  point  matériel  sur  une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  un  plan  vertical  dans  une  étendue 
très-petite  de  part  et  d'autre  du  point  où  la  tangente  est 
horizontale,  r désignant  le  rayon  de  courbure  dans  ce 
point. 

171.  Les  résultats  des  deux  nos  .précédents  donnent 
la  loi  des  oscillations  de  ce  qu’on  nomme  le  pendule 
simple , c’est-à-dire  d’un  point  matériel  pesant  suspendu 
à un  point  fixe  au  moyen  d’un  fil  inextensible  et  sans 
masse.  En  supposant  ce  point  matériel  placé  hors  de  la 


cond  ordre,  à 
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verticale  qui  passe  par  le  point  (le  suspeusion  , puis 
abandonné  sans  vitesse  initiale  à l’action  de  la  gravité, 
il  fera  de  part  et  d’autre  de  cette  verticale  des  oscilla- 
tions circulaires , dont  la  durée , abstraction  faite  de 
l’ellel  de  la  résistance  de  l’air  , est  donnée  par  l’expres- 
sion de  2T.  La  longueur  du  fil  est  représentée  par  / . ... 

Comme  il  est  aisé  de  compter  le  nombre  des  oscilla- 
tions faites  par  un  pendule  dans  un  certain  intervalle  de 
temps  , et  par  conséquent  de  comiaître  la  durée  de  cha- 
cune de  ces  oscillations,  ce  genre  d’observations  donne 
une  évaluation  exacte  de  la  quantité  désignée  par  y , 
c’est-à-dire  de  la  vitesse  que  la  gravité  imprime  aux 
corps  pesants,  ou  du  double  de  l’espace  que  cette 
force  peut  leur  faire  parcourir  dans  la  première 
unité  de  temps  de  leur  chute.  Mais  on  doit  considérer 
que  l'hypothèse  du  pendule  simple,  c’est-à-dire  d’un 
corps  dont  la  masse  est  concentrée  à l’extrémité  du  fil 
de  suspension,  ne  peut  être  réalisée.  Il  est  nécessaire 
d'avoir  égard  au  volume  et  à la  figure  du  corps  oscillant, 
ce  qui  donne  lieu  à une  nouvelle  question  qui  exige  un 
principe  spécial  et  dont  on  s’occupera  dans  la  suite.  Il 
est  également  nécessaire  d’avoir  égard  à la  diminution 
que  subit  dans  l’air  le  poids  des  corps,  à l’elfet  de  la  ré- 
sistance que  ce  fluide  oppose  au  mouvement  du  corps 
oscillant,  à l’influence  du  mode  de  suspeusion,  et  à quel- 
ques autres  circonstances. 

172.  En  revenant  à la  considération  du  pendule  sim- 
ple , on  peut  remarquer  que  le  fil  de  suspension  sera 
constamment  tendu.  La  tension  de  ce  fil  n’est  autre 
chose  (pic  la  pression  exercée  par  le  poiut  matériel  contre 
la  courbe  qu’il  est  assujetti  a décrire,  pression  dont  la  va- 
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leur  a été  indiquée  n°  161. Lorsque  le  point  matériel  est 
enm[Jig.  19),  la  composante  du  poids  mg  dans  le  sens  du 

7*  r~  Z 

rayon  Cm  est  mg. — ; et  la  force  centrifuge  de  ce 

, . , v 2g(su — z)  , . . 

point  materiel  est  m.  — =m.~ La  tension  du 

r r 

fil,  qui  est  la  somme  de  ces  deux  forces,  est  donc  expri- 
mée par 

/•+ 2z0 — 3s 
n,S- ; • 

Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  dans  la  cycloïde. 
— Pendule  eycloïdal. 

173.  Soit  une  cycloïde  DAD1  dont  l’axe  DD'(/zg.20)  est 
horizontal,  A étant  le  point  le  plus  bas  de  cettecourbe,  et 
AB  le  diamètre  du  cercle  générateur,  que  nous  désigne- 
rons par  a.  En  représentant  comme  ci-dessus  par  zn  et  z 
les  hauteurs  verticales  au-dessus  du  point  A de  la  po- 
sition initiale  M du  point  matériel  pesant  et  de  la  po- 
sition m où  ce  point  se  trouve  au  bout  du  temps  t , nous 
aurons  , comme  au  n°  168  , 

ds 


dt  = 


V'  v0‘+2g[z0—z) 


s représentant  l’arc  Am.  Mais  par  la  nature  de  la  cy- 
cloïde ( voyez  le  n°  191  des  Leçons  d’analyse) 


s= as,  et  ds  = 


= dz  \ 


/ ±. . 


l’équation  précédente  devient  donc , en  supposant  la  vi- 
tesse initiale  nulle , 
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dt=-\/-.-y==r,-  •’ 

2 V g \/ Z„z—z 

En  intégrant  comme  au  n°  169 , cette  expression  donne 
1*  / 2a 

t = -\/  — i 

2 V g 


■ arc.  cos.- 


2s— z„ 


pour  l’expression  du  temps  employé  par  le  point  maté- 
riel à descendre  de  M en  m. 

Le  temps  T employé  par  ce  point  pour  descendre 
de  M en  A est  donc  exprimé  par 


= -\/ — 
2 X g 


Ainsi , le  temps  de  la  descente  d’un  point  matériel  sur 
un  arc  de  cycloïde  jusqu’au  point  inférieur  est  indé- 
pendant de  la  longueur  de  cet  arc.  Une  courbe  qui  a 
cette  propriété  se  nomme  courbe  tautoebrone.  La  pro- 
priété dont  il  s’agit  n’appartient  qu’à  la  cycloïde,  ou 
aux  courbes  a double  courbure  que  l’on  formerait  en 
pliant  la  cycloïde  sur  un  cylindre  vertical  à base  quel- 
conque. Lorsque  le  corps,  parvenu  au  point  A,  montera 
en  M' , puis  oscillera  en  parcourant  alternativement  en 
sens  opposés  l’arc  MAM',  la  durée  des  oscillations  sera 
le  double  de  l’expression  précédente,  ç’est-à-dire  égale 

àV—  , quelle  que  soit  l’étendue  de  cet  arc. 
ë 

17 h.  On  doit  remarquer  que  l’expression  T=~V  — 

• t O 

ne  diffère  point  du  premier  terme  de  la  série  obtenue 
n°  169  , dans  lequel  on  remplacerait  r par  la.  Ainsi , la 
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durée  des  oscillations  daus  la  cycloïde  est  égale,  quelle 
que  soit  leur  amplitude,  à la  durée  des  oscillations  très- 
petites  d’un  pendule  circulaire  dont  la  longueur  serait 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur  de  cette  cy- 
cloïde. De  plus , si  l’on  place  en  CD  et  CD'  deux  moi- 
tiés d’une  cycloïde  décrite  par  le  même  cercle  générateur 
que  la  cycloïde  proposée  DAD\  les  parties  AD,  AD'  de 
cette  dernière  seront  respectivement  les  développées  des 
arcs  CD,  CD'.  Par  conséquent,  si  l’on  conçoit  le  point 
matériel  placé  à l’extrémité  d’un  fil  parfaitement  flexible 
attaché  en  C,  dont  la  longueur  soit  CA  ou  2 a,  et  qui 
oscille  de  part  et  d’autre  de  la  verticale  AC  en  dévelop- 
pant les  portions  de  courbe  CD, CD',  ce  point  matériel 
décrira  des  arcs  appartenant  à la  cycloïde  DAD’ ; et  la 
durée  des  oscillations  de  ce  pendule  cycloïdal,  quelle  que 
soit  leur  amplitude , est  la  même  que  la  durée  des  oscil- 
lations très-petites  du  pendule  circulaire  dont  AC  est  la 
longueur. 

XI.  Mouvement  des  projectiles  dans  le  vide  et  dans  un 

MILIEU  RÉSISTANT. 

175.  Considérons  un  point  matériel  sollicité  par  l’ac- 
tion verticale  de  la  gravité,  et  qui  aurait  été  lancé  dans 
une  direction  et  avec  une  vitesse  données.  La  ligne  qu’il 
décrira  devant  être  comprise  dans  le  plan  vertical  pas- 
sant par  la  direction  initiale  de  sa  vitesse,  il  suffit  de 
rapporter  le  mouvement  du  point  matériel  à une  coor- 
donnée horizontale  x dirigée  dans  ce  plan  , et  à une 
coordonnée  verticale  z , que  nous  supposerons  comptée 

de  bas  en  liaut.  Les’ équations  du  mouvement  seront,  «n 
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désigoaut  par  g la  vitesse  que  la  gravité  imprime  aux 
corps  pesants  dans  l’unité  de  temps, 


æx 

de 


=o. 


d2z 

Ti 


i=—g- 


On  en  déduit  immédiatement 


dx 

^=Ycos.O, 
dt 


dz  ,,  . , 

- = **.0.9-*/; 


V est  la  vitesse  initiale  du  point  matériel  ; 

0 l’angle  formé  par  la  direction  de  V avec  l’axe  ho- 
rizontal des  x. 

. #* 

En  intégrant  une  seconde  fois,  l’on  obtient 

jr  = r.Vcos.9,  ' 1 ,■  A \ 

1 

z = t.\  sin.9 — -g*’.  /T 


On  n’ajoute  pas  de  constante , parce  que  l’on  suppose 
l’origine  des  coordonnées  placée  dans  la  position  initiale 
du  point. 

L’expression  de  la  vitesse  après  le  temps  t est 
V ( J) +(^)  = l/V’-2Vsin.( l/T-  2gz. 
176.  On  a pour  l’équation  de  la  trajectoire 

|H  f )'  ■ _ ^ »"'■  |r 

e=.r.tang.9 — x%  — 

6 2V  cos  . 9 

.Qk  Ito*  AU*  - * \ | f i . 

cette  courbe  est  donc  une  parabole.  Les  coordonnées  dii^ 

V’sin.’ô 


sommet  sont 


.r= 


VJsin.29 
2? 


'M 


et  z=- 


% 
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La  verticale  passant  par  ce  sommet  partage  la  courbe  en 
«leux  parties  égales. 

Pour  déterminer  la  vitesse  ou  la  direction  initiales 
• qui  feraient  passer  la  trajectoire  par  un  point  déterminé. 


g* 


on  a 

•'  / 

V=V./'-'— 

y .rsin.29 — 2icos.V 

-et  si  z=o  , 

• - « 

g * 

sin.29 


tang 


. . Y= 


N/i 


| 

r tj=  Va±l /ÿ-g'x'-SVgl 

g* 

i'v.*  1 1 » 


Il  y a toujours  deux  directions  initiales  correspondantes 

à une  amplitude  donnée.  La  plus  grande  amplitude,  ou 

V’sin.’fl  , w 

la  grande  valeur  x = — — — . répond  a 0 = -. 


177.  Les  questions  relatives  au  tir  des  projectiles  se- 
raient résolues  d'une  manière  trop  éloignée  des  effets 
naturels  si , comme  on  l’a  fait  dans  les  n°‘  précédents , 
on  négligeait  entièrement  la  résistance  de  l’air.  On  sait 
que , pour  les  très-grandes  vitesses  qui  doivent  être  con- 
sidérées dans  ces  questions,  la  résistance  augmente  sui- 
vant une  progression  plus  rapide  que  celle  du  carré  de 
cette  vitesse , et  d’ailleurs  elle  dépend  de  la  densité  de 
l’air  qui  varie  dans  les  diverses  parties  de  la  trajectoire. 

• L’appréciation  exacte  de  ces  circonstances  donnerait  lieu 
à des  calculs  fort  compliqués.  Nous  supposerons  simple- 
ment ici  la  densité  de  l’air  constante,  et  la  résistance  pro- 
portionnêlle  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile.  Les  équa- 
tions du  mouvement  seront 
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m 


tCx  V.(ds\ 

~dc=-^\dt) 


dx 
dt  ! ds 


m 


d’z  f ds  V dz 

KbJ  -, d,-m ■ 


<//  J ds 


s longueur  «le  l’arc  de  la  trajectoire  correspondant  aux 
coordonnées  x,  y -, 

K coefficient  constant  dépendant  de  la  figure  du  corps  eî 
de  la  densité  du  fluide. 

Ces  équations  peuvent  s’écrire  •.  - . . 


(1) 

cPx 

K ds  dx 

dP 

m dt  dt  ’ 

> « 1 

(2) 

d\ 

K ds  dz 

dP 

m dt  ‘dt  g 

Il  s’agit  de  déduire  de  ces  équations  la  figure  de  la  tra- 
jectoire et  l’expression  de  la  vitesse  du  mobile  en  un 
point  donné  de  cette  courbe. 

L’équation  (1)  donne  immédiatement 


(3). 


dx  - — .<■ 

.— =Vcos.0.e  ,a  . 
dl 


dz 


178.  Soit  fait  pour  abréger  -—  = q,  ou  dz  — qdx. 

dx 


dz  dx  tPz  dq  dx  dPx 
°n  aura  — = ? — , ^ , et  ces  valeurs 


dt  dt  dp 
mises  dans  l’équation  (2)  la  changent  en 


(4). 


dq  dx 


dt  dt~  g ' 


ou  à cause  de  l’équation  (3) 

dq 
dx 


(5). 


2K 

tr  — » 

- (*  '* 

V’cos.M 


» 


ou 


ïK 


r 
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et  en  intégrant 

q \/ !+?•+/( q+V'\+q‘)  .e~  \ 

ou  en  déterminant  la  constante  de  manière  que  l’on  ait 
en  même  temps  s = o , q = taug.9 

(6) tang  (,[/  l+taug.’S — q\/ i +q‘ 

. 7tang.0+^X l-Hang.’fl m g / A 

q+\/î^  KV’cos.’ô  \ J' 

179.  L’équation  (6)  donnant  une  relation  entre  q 


fait  connaître  la  figure  de  la  courbe.  Éliminant  e 
entre  cette  équation  et  l’équation  (5) , et  représentant 
par  Q la  quantité 


on  déduit 


, m dq 

dl=~  k <>■ 


dzi  •“  • 


m qdq 

le  Q ; 


et  par  conséquent 


'x--  ^tan8'9  -q 

* > • 

_ m f tanS®  qdq 

Q' 
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Ces  intégrales  définies  étant  calculées  par  approxima- 
tion feront  connaître  les  coordonnées  du  point  de  la 
courbe  dans  lequel  la  tangente  a une  inclinaison  fixée 
par  la  valeur  de  q.  On  pourra  donc  tracer  cette  courbe 
qui  se  trouvera  déterminée  par  une  suite  de  points  et 
par  la  direction  des  tangentes  tracées  par  ces  mêmes 
points.  Les  valeurs  de  x et  de  z correspondantes  à q = o 
donneront  les  coordonnées  du  sommet  de  la  courbe. 
La  valeur  de  x qui  répondra  à la  valeur  o de  z donnera 
l’amplitude  du  jet. 

La  courbe  n’est  point  ici  formée  de  deux  parties  symé- 
triques séparées  par  le  sommet  ; la  branche  descen- 
dante a pour  asymptote  une  ligne  verticale.  En  eflet, 
soient  x'  etz'  deux  valeurs  de  x et  z correspondantes  à une 
valeur  négative  très-grande  de  q que  nous  désignerons 
par  q'  ; et  soient  également  x“  et  z'  deux  autres  valeurs 
«le  x et  z correspoudantes  h une  valeur  négative  q"  en- 
core plus  grande.  On  «aura  sensiblement 


or,  la  première  de  ces  expressions  tend  vers  la  limite  o à 
mesure  que  q et  q''  sont  plus  grandes , tandis  que  la  se- 
conde expression  tend  à devenir  — , d’où  résulte  la 


proposition  énoncée. 
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L’équation  (6)  donne  la  longueur  de  la  courbe  en 
fonction  de  l’inclinaison  de  la  tangente. 

180.  Pour  obtenir  l’expression  du  temps  nécessaire 
pour  parcourir  une  portion  donnée  de  la  courbe , on 

observe  que  , d’après  l’équation  (4),  dt‘  = dq.dx . 


ou  en  remplaçant  dx  par  la  valeur  précédente , 
dt= 


d’où 


t=-y/n- L.  % 

v gKl/Q 


%/ m ftan6-9 

t=V^)q  V/Q 

181.  Enlin,  pour  avoir  la  vitesse  du  projectile  en  un 
point  donné  de  la  courbe , vitesse  que  nous  désigne- 

doc* 

rons  par  v,  on  observe  que  v = (l+o*)  ou  à 

de 

cause  de  l’équation  (ü) , 

S=g\{\+q') 

ou  en  mettant  à la  place  de  dt  la  valeur  précédente , 

• 1+g‘ 

~ K Q 


En  donnant  à q une  valeur  négative  de  plus  en  plus 
grande,  cette  formule  s’approche  de  plus  en  plus  de  là 

valeur  v'  = , ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  ob- 

tenus  n°  122.  - 
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182.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  direction 
initiale  du  mouvement  s’écarte  très-peu  d’une  ligne  ho- 
rizontale. On  peut  alors  regarder  dans  la  partie  de  la 
courbe  située  au-dessus  de  l’axe  des  x les  quantités  x 
et  s comme  ne  différant  pas  sensiblement  l'une  de  l’au- 
tre. L’équation  (3)  devient 


dx  — * 
dt 


ak 


et  l’équation  (5) , 

dfj=—~dx.e’ 
d’où  l’on  déduit,  au  lieu  de  l'équation  (6) , 


ZF*. 


ms 

ï=tanS’Ç-2KT 


4 


Cette  dernière,  en  remarquant  que  dz  — qdx,  donne 
pour  l’équation  de  la  courbe 


ni' g ( — * 2K  X 

=,r.tang.8  —^X~  1 )■ 


dx 


_.V_ 


183.  L’équation  précédente  — = V e m donne 

l’expression  de  la  vitesse  du  projectile  en  un  point  quel- 
conque de  la  courbe.  Le  temps  nécessaire  pour  qu’il 
parcoure  une  partie  donnée  de  cette  courbe  est  exprimé 
par  la  formule  - , r- 


M 


m 


% 


h 


■’ji 


mm 


■ 


1 


:jr 
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XII.  Mouvement  des  planètes  et  des  satellites.  — Lois 

de  Kepler.  — Principe  de  la  gravitation  universelle. 

184.  Les  astronomes  ont  établi  d'après  l’observation 
les  lois  géométriques  des  mouvements  des  planètes 
autour  du  soleil  et  des  satellites  autour  des  planètes. 
Ces  mouvements  s’accomplissent  à fort  peu  près  dans 
des  orbites  elliptiques,  et  sont  assujettis  à des  condi- 
tions générales , appelées  lois  de  Kepler.  Newton  a 
déterminé  d’après  ces  lois  la  cause  mécanique  de  ces 
mouvements,  c’est-à-dire  la  nature  des  forces  dont  les 
corps  planétaires  sont  animés  et  des  actions  qu’ils 
exercent  les  uns  sur  les  autres.  Il  a montré  que  ces  ac- 
tions sont  le  résultat  d’une  force  d’attraction  mutuelle 
existant  entre  toutes  les  parties  des  corps,  et  dont  l’in- 
tensité est  réciproque  au  quarré  de  la  distance  de  ces 
parties.  Nous  indiquerons  les  notions  principales  sur  les- 
quelles ces  résultats  importants  sont  fondés. 

Première  loi  de' Kepler.  Les  orbites  des  planètes  sont 
des  courbes  planes  , et  les  aires  décrites  par  les  rayons 
vecteurs  autour  du  centre  du  soleil  sont  proportionnelles 
aux  temps  : d’où  l’on  cooclut  que  la  force  qui  produit 
le  mouvement  de  la  planète  est  dirigée  vers  le  centre  du 
soleil. 

185.  Cette  conséquence  résulte  immédiatement  de  ce 
qui  a été  exposé  dans  le  n°  144.  Si  l’on  veut  la  démon- 
trer directement , soit  ( fig ■.  21  ) A le  centre  du  soleil,  M 
celui  de  la  planète  , MN  l’orbite,  que  nous  supposerons 
rapportée  à deux  axes  rectangulaires  Ax , A y passant 
par  le  centre  du  soleil.  Désignons  par  P,  Q les  compo- 
santes dans  le  sens  des  x et  des  y de  la  force  agissant 


* 


A 
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S» 


sur  la  planète,  que  nous  supposons  dirigées  de  manière 
à diminuer  les  coordonnées  positives,  rn  étant  la  masse 
de  la  planète,  les  équations  de  sou  mouvement  seront 


dt 

On  en  déduit 


(Tx 

=— 


d’y  n 


x<i’y—yd‘x 
1 dt‘ 


=Pj — Qx, 


ou 


d.  (xdy—ydx) 


- (* 

l'ZT  "90 

* 4 


=I’r — Qx. 


dt*  y»..  « 

Or,  xdy — -ydx  est  le  double  de  l’aire  décrite  par  le  rayon  - 
vecteur  AM  lorsque  t augmente  de  l’élément  dt.  Donc 
d’après  la  loi  énoncée , cette  quantité  est  constante  dans 
toute  l’étendue  de  l’orbite.  Sa  différentielle  est  donc 
nulle  , et  l’on  a 

o=P^— Qx,  ou  £ = -. 

Q y 

La  force  dont  P et  Q sont  les  composantes  est  donc  diri- 
gée suivant  MA. 

Deuxième  loi.  Les  planètes  décrivent  des  ellipses  dont 
le  centre  du  soleil  est  un  des  foyers  ; d’où  l’on  conclut 
que  la  force  qui  produit  le  mouvement  de  la  planète 
varie  en  raison  inverse  du  quarré  de  la  distaWce  de  la 
planète  au  soleil. 

186.  Des  équations 


d’x 


nous  déduisons 


dxcPx+dyd’y 

d?  = 


d’y.  , 


« * 


(Pr/x+Q^jJ 


,v 

* 


* 

Üim 


* 

• 4 


> 
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et  en  intégrant 


m 2^  (Pdx+Qdjr); 


dt ’ 


l’intégrale  du  second  membre  étant  prise  depuis  les  va- 
leurs correspondantes  à un  instant  donné. 

Changeant  les  coordonnées  rectangulaires  x , y en 
coordonnées  polaires,  appelant  r le  rayon  vecteur  AM, 
et  w l’angle  de  ce  rayon  avec  l'axe  des  x,  ce  qui 
donnera 

j-=rcos.M,  y =rsin.w; 

et  nommant  F la  résultante  des  deux  forces  P , Q , que 
l’on  sait  être  dirigée  suivant  MA  , en  sorte  que 

P=Fcos.&>,  Q = Fsin.w; 
l’équation  précédente  devient 


dt1 


Et  comme  l’on  sait  par  la  première  loi  que  l’aire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  AM  dans  le  temps  dt  est  constante, 
on  peut  écrire  , C étant  une  constante, 

. r'  ,do>=Cdt; 

ce  qui  change  cette  équation  en 


On  en  déduit 


H**’ 


. % 


db)  = 


C dr 


ijÊ-4*4ri 


L 


* 
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ce  qui  déterminerait  la  figure  de  l’orbite  si  la  force  cen- 
trale F était  donnée  en  fonction  de  la  distance  r. 

En  diiiérentiant  l’équation  précédente,  elle  donne 


F = mC‘ 


r 3 2 


dr 


ce  qui  déterminera  la  force  F lorsque  la  figure  de  l’or- 
bite sera  connue. 

187.  D’après  la  loi  énoncée,  la  figure  de  l’orbite  est  ici 
une  ellipse  dont  un  des  foyers  est  en  A.  L’équation  de 
cette  courbe  est  donc 

a(l— e’j 


l+e.COS.(w — 'ZD')’ 


en  représentant  par  *- 

a le  demi-grand  axe  de  l’ellipse  ; ' . 

e l’excentricité; 

-z®  l'angle  formé  par  le  grand  axe  avec  l’axe  des  .r.  r •&=. 
On  déduit  de  cette  équation , 

fl  rfr  y e’sin.*(» — <z®)  2 11 

^ fl»  J = a\ i—é‘y  ~ar{i—  e’)~  'âî(ï^ër)' 

D’après  cela  , l'expression  de  F du  n°  précédent  devient 


mC’ 


«/•?(!- 


d’où  I=- 


G’ 


m ar‘{\—é‘) 


La  vitesse  — , que  la  force  dirigée  suivant  MA  qui  pro- 


m 


duit  le  mouvement  de  la  planète  pourrait  imprimer  à 


celte  planète  dans  l’unité  de  temps,  est  donc,  dans  toute 
l’étendue  de  l’orbite,  proportionnelle  à A. 

Troisième  coi.  Les  quarrés  des  temps  des  révolutions 
des  planètes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  grands 
axes  de  leurs  orbites  : d’où  l’on  conclut  que  les  mouve- 
ments des  diverses  planètes  sont  produits  par  une  même 
force  dont  l’intensité  varie  en  raison  inverse  des  quarrés 
des  distances  de  ces  corps  au  soleil. 

188.  Les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  étant 
proportionnelles  au  temps,  l’équation  r.du  = C.dt, 
dans  laquelle  r.'d- > représente  le  double  de  l’aire  décrite 
dans  le  temps  dt , donne 

Zv.a'V  !— e'=CT, 

en  désignant  par  T le  temps  de  la  révolution  de  la  pla- 
nète: Mettant  dans  l’expression  de  ~ du  n"  précédent  la 

valeur  de  C qui  résulte  de  cette  équation,  il  viendra 

F 4 n’.a3 
m~  r‘T‘  ' 

I a 3 - 

e raPPort  étant  constant  pour  les  diverses  planètes 


d après  la  loi  énoncée,  la  valeur  de  — pour  l’unité  dt 

m * 

distance  est  donc  aussi  constante.  Donc  la  force  émanant 
du  soleil,  qui  régit  les  mouvements  des  planètes,  agit 
également  dans  toute  l’étendue  du  système  planétaire 
sur  des  masses  égales  placées  à égales  distances  du  so- 
leil. Cette  force  ne  varie  que  par  le  changement  de  la 
distance.  $ 


Digitized 


Principe  île  la  gravitation  universelle. 


189.  Les  mouvements  des  satellites  autour  des  pla- 
nètes étant  à fort  peu  près  assujettis  aux  mêmes  con- 
ditions que  les  mouvements  des  planètes  autour  du  so- 
leil, les  résultats  précédents  conduisent  à considérer  le3 
mouvements  des  astres  comme  étant  régis  par  une  force 
d’attraction  mutuelle  existant  entre  toutes  les  substances 
matérielles  , proportionnelle  a la  masse  des  parties  qui 
s’attirent , et  réciproque  au  quarré  de  la  distance  ac- 
tuelle de  ces  parties.  Cette  hypothèse,  développée  par 
le  calcul , donne  les  lois  du  système  du  monde. 

La  force  d’attraction  qui  s’exerce  entre  deux  corps 
planétaires  doit  être  regardée  comme  émanant  de  toutes 
les  parties  de  ces  corps.  Mais  leur  figure  est  à fort  peu 
près  sphérique,  et  il  sera  démontré  par  la  suite  que  la 
force  d’attraction  dont  il  s’agit  peut  être  supposée  éma- 
ner du  centre  des  planètes,  comme  si  toute  leur  masse 
était  concentrée  dans  ce  point.  D’après  cela,  considérons 
deux  corps  planétaires  dont  les  masses  sohl  respective- 
ment M et  m,  la  distance  de  leurs  centres  étant  désignée 
par  r.  La  force  avec  laquelle  chacun  de  ces  corps  est  at- 
tiré vers  l’autre,  exprimée  en  unité  de  poids,  doit,  con- 
formément au  principe  que  l’on  vient  d’énoncer , être 

représentée  par  , en  désignant  par  y un  coefficient 


constant.  Ainsi,  ces  corps  étant  supposés  céder  librement 
à cette  attraction,  le  premier  s’approchera  du  second  en 

acquérant  la  vitesse  dans  l’unité  de  temps,  et  le  se- 
r 

cond  se  rapprochera  du  premier  eu  acquérant  la  vi- 


/.M 

tesse  -pp  dans  l’unité  de  temps.  Donc,  si  l’on  considère 
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Je  mouvement  relatif  du  second  corps  par  rapport  au 
premier,  c’est-à-dire  le  mouvement  par  lequel  la  second 
corps  s’approche  du  premier  regardé  comme  fixe  dans 
l'espace , il  faut  regarder  ce  second  corps  comme  ac- 
quérant dans  l’unité  de  temps  la  somme  des  deux  vitesses 

précédentes , c’est-à-dire  la  vitesse  ^^7^. 


190.  D’après  ce  qui  précède,  M désignant  la  masse 
du  soleil,  m la  masse  de  la  planète  et  /■  la  distance  actuelle 
des  centres  de  ces  deux  corps,  la  force  à laquelle  sera  dû 
le  mouvement  de  la  planète  par  rapport  au  soleil  doit 
être  capable  d’imprimer  à la  masse  m de  la  planète  la 

/‘.(M+/ra)  , , 

vitesse  ; dans  I unité  de  temps.  Un  devra  donc 


rem 


, F f. (M+m)  , , , 

placer  — par dans  1 équation  du  n°  188  , 


qui 


m r 

i deviendra  ainsi 


/.(M +«)=■ 


Va» 

TJ 


11  paraît  donc  que  dans  l’hypothèse  de  la  gravitation 

y 

universelle  le  rapport  — , n’est  pas  rigoureusement  le 

même  pour  toutes  les  planètes.  Si  les  observations  in- 
diquent une  valeur  constante  pour  ce  rapport , c’est 
parce  que  les  masses  des  planètes  sont  toutes  très-pe- 
tites par  rapport  à la  masse  du  soleil. 

191.  La  connaissance  de  la  grandeur  du  rayon  de  la 
terre,  et  de  l’intensité  de  la  pesanteur  à sa  surface,  donne 
les  moyens  de  déterminer  les  rapports  des  masses  de 
toutes  les  parties  du  système  solaire,  et  l’intensité  de  la 
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pesanteur  dans  les  divers  points  de  ce  système.  Soit  m la 
masse  de  la  terre,  p la  masse  d’un  corps  placé  à une  petite 
distance  au-dessus  de  sa  surface , et  p le  rayon  de  cette 
surface.  Ce  corps,  d’après  le  n°  précédent,  tendra  à s’ap- 
procher du  centre -de  la  terre  en  acquérant  dans  l’unité 

i i • f in+u)  . f.m  . * 

de  temps  la  vitesse  * ; — ou  simplement  -r-  si  f*  est 

P P 

très-petite  par  rapport  à m.  Donc  iXgjàjQj  ■ 

f.m 

' « S » 

P 

g désignant  la  vitesse  acquise  dans  l’unité  du  temps  par 
les  corps  graves  tombant  à la  surface  de  la  terre  ( en  fai- 
sant abstraction  de  l’effet  du  mouvement  de  rotation 
propre  de  la  terre  et  supposant  la  terre  parfaitement 
sphérique  ).  En  comparant  cette  équation  à la  précé- 
dente , on  a 

m gc,  T’  rn  gp’T3 

M+w  4-Ja>  ’ jVf  4k*<i3— g'p’T’1 


ü 

j 


expression  du  rapport  de  la  masse  du  soleil  à celle  de  la 
terre. 


192.  Soit  maintenant  une  autre  planète  dont  m'  est  la 
masse,  a le  grand  axe  de  l’orbite,  T' le  temps  de  la  ré- 
volution ; l’équation  du  n°  190  donnera 


/ (M+m  ) 


U\n'1 


ou  en  mettant  pour^/Ia  valeur  — 


m. 


m —in — JVI . 


g?V' 


• A 


i \ 


\ 


h 1 1 
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Le  rapport  entre  la  masse  m d’une  planète  qui  a un 
satellite  et  la  masse  M du  soleil  peut  être  déterminé 
d’une  autre  manière.  Soit  u la  masse  du  satellite,  a le 
demi-grand  axe  de  l’orbite  qu’il  décrit  autour  de  la  pla- 
nète, t le  temps  de  sa  révolution.  L’équation  du  n°  190 
appliquée  au  système  de  ces  deux  corps  donnera 


4*.’ 


et,  comme  l’on  peut  négliger  m par  rapport  à M,  et  n par 
rapport  à m,  ou  déduit  de  ces  deux  équations 


aVF 


M 


193.  Pour  déterminer  la  vitesse  g 1 qui  serait  impri- 
mée dans  l’unité  de  temps  aux  corps  tombant  à la  surface 
d’une  planète  dont  la  masse  serait  m1  et  le  rayon  de  la 

surface  g-/,  on  remarque  que  l’équation  J-iT-  = g rela- 

P 

tive  à cette  planète,  étant  comparée  à l’équation  sem- 
blable relative  à la  terre  posée  n°  191  , donne 


a=s- 


XIII.  Mouvement  d’un  corps  attiré  vers  un  centre  fixe 

EN  RAISON  INVERSE  DU  QUARRÉ  DES  DISTANCES. 


194.  Soit  A ( Jig . 22)  un  centre  fixe,  et/n  la  masse  d’un 
corps  qui  est  attiré  vers  cecentreavec  uneforce  dont  la  va- 


leur  en  unitéde  poids  est  — lorsque  ce  corps  est  placé  à la 


distance  r du  centre  A.  On  suppose  qu’à  l’instant  où 
l’on  commence  à compter  le  temps,  le  corps  dont  il  s’agit 
se  trouve  en  M à la  distance  R du  centre  fixe,  et  qu’il  se 
meut  avec  une  vitesse  V dans  une  direction  formant 
l’angle  6 avec  le  rayon  R.  La  position  initiale  du  rayon 
vecteur  AM  est  donnée  par  l’angle  n compris  entre  ce 
rayon  et  une  ligne  fixe  Ax,  tracée  dans  le  plan  qui  con- 
tient le  rayon  AM  et  la  direction  de  la  vitesse  V.  La 
courbe  que  décrira  le  corps  autour  du  centre  A est  évi- 
demment comprise  dans  le  plan  dont  on  vient  de  parler. 
11  s’agit  de  déterminer  la  figure  de  cette  courbe  et  le 
mouvement  du  corps. 

On  remarque  en  premier  lieu  que  la  force  qui  produit 
le  mouvement  du  corps  émanant  d’un  centre  fixe,  les 
aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  seront  proportion- 
nelles aux  temps,  conformément  au  n°  185.  Or,  dans  le 
premierélémentdu  temps,  le  double  del’aire  décrite  par  le 
rayon  AM  estR.Vsin.o.rfc.  Donc  l’équation  r.’du=C.dt, 
posée  n°  186,  devient  pour  cet  élément  du  temps 

R.VsiD.O.dt=C.^,  d’où  C=R.Vsin.9. 

195.  En  second  lieu,  soit  v la  vitesse  du  corps  lorsqu’il 
est  parvenu  en  m au  bout  du  temps  t.  L’équation 


en  observant  que  nous  avons  ici 


trouvée  n°  186  , 
F = ^ , devient 


, Jdr.A 


consl.+- 


2A 


el  donnera,  pour  l’instant  où  le  corps  est  dans  la  position 
initiale  M, 

2A  2A 

mV*=const.+- — , d’où  const.—ni\' — —, 

K R 


et 

. V3  2A  2A 
mv  — mV1-  -ô~  + —. 

x\  r 

Nous  devons  donc  dans  les  formules  des  no‘  186  et  187 
. ' OA  OA 

remplacer  — 2 JFdr  par  mV* — — + — . 

R r 

196.  D’après  cela,  l’équation 
X -■  j G dr 

au=- 


\/—  C’— 2r> 

obtenue  n°  186,  deviendra 

C .dr 


du= 


v r mil  mr 


*** 


dans  laquelle  il  faudra  mettre  pour  la  constante  C la 
valeur  trouvée  n°  194  d'après  les  données  de  l'état  initial 
du  corps.  L'équation  précédente  peut  s'écrire 


cl'ji  - 


-d.c- 

r 


v V 2A  a; 

V V1 t-— — 


V’ +- 

«Il  /tTC* 


■ 


ï 


► 


S." 


* 


-ritaiTî 
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w=const.+arc.cos. 


C_  _A 

r mC 


\ / V2— ~ A + -A- 
V mR  m’C1 


On  aura  donc  pour  la  position  initiale  M : 

C A 
ît  mC 


il=const.+arc.cos. 


\V y._2A+_^ 

y mR  m’C 


àJg* 


et  par  conséquent  pour  la  valeur  complète  de 

CA  CA 


o>=n — arc. cos. 


R mC 


V'v  2A  . A' 


_+are.cos. 


wiC 


//tR  /n’C’ 


V mR  m’C2 


JS 

..■1 


On  en  déduit 


A % /,r,  2A  rA  ! 

~-+\/  V’ tj H — — .cos.l  u — a + arc. 

mC  V ",R  "‘C  ! 


cos. 


C A^ 
R mC 


2A  A2 
mR+  m’C’/ 


ou,  en  remplaçant  C par  la  valeur  écrite  n°  194,  et  en 
faisant  pour  abréger, 

mR’V’sin.’e. 

P= Â > 


• i 


i=V/ÿK^(v._^)+. 

mR’V’sin.’O 

I 

! <zfr=il — arc. cos. 

W' 


\/ni‘ R’V’sin.’O,,  ' 2\  \ . ( 

V T ("*-*)**) 


V 


w 

VJÙ 


^+eeos.(u='®') 


9 
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197.  Celle  équation  représente  une  courbe  du  second 
degré  dont  le  point  A est  un  des  foyers  , et  dans  la- 
quelle p est  le  demi-paramètre,  e l’excentricité,  et  ^ 
l’inclinaison  du  grand  axe  sur  l’axe  fixe  Ax.- 

L’orbite  décrite  par  le  corps  sera  une  ellipse  si  l’on  a 

2A  2A 

mV’<^Y  ; elle  sera  une  portion  de  parabole  si  mV’=-p-; 

enfin  elle  appartiendra  à une  branche  d’hyperbole  si 
2A 

l’on  a mV,'> Ainsi,  la  nature  de  cette  orbite  ne 
^ 1\ 

dépend  pas  de  la  direction  du  mouvement  initial , 
mais  seulement  de  la  distance  R et  de  la  vitesse  V.  On 


peut  remarquer  que  la  valeur  V— qui  résulte  de 
2A 

l’équation  mV1  = —,  représente  la  vitesse  qu’aurait 

acquise  un  corps  partant  d’une  distance  infinie  avec  une 
vitesse  nulle  lorsqu’il  serait  parvenu  à la  distance  R du 
centre  A. 

En  nommant,  comme  dans  le  n”  187,  a le  demi-grand 
axe  de  l’orbite , ou  la  distance  moyenne , c’est-à-dire  la 

moyenne  des  valeurs  extrêmes  , ——  du  rayon  vec- 
teur r , on  aura  f - 


RA 


I— éJ  2A — R.toV’ 


La  valeur  du  grand  axe  de  l’orbite  ne  dépend  donc 
pas  de  la  direction  initiale  du  mouvement  du  point  ma- 
tériel. 


•)  A /V 

198.  L’équation  mu'  = mV* — — - + — , obtenue 

H r 

n°  195,  donne  (en  ayant  égard  aux  expressions  de  p et  e 
du  n°  précédent) 


v'=  4 (î&±). 
rn  ' r p / 


ou  si  Ion  veut 


ïia — r 


ni  ar 


La  plus  grande  et  la  moindre  valeur  de  la  vitesse  ont  lieu 
lorsque  le  corps  passe  au  sommet  de  la  courbe  le  plus 
voisin  et  le  plus  éloigné  du  foyer  dont  émane  la  force.* 
Dans  l’astronomie,  ces  points  se  nomment  le  périhélie 
et  l 'aphélie  de  la  planète. 

199.  Pour  obtenir  maintenant  une  relation  entre  le 
temps  et  la  position  du  corps  dans  son  orbite  , nous  re- 
prenons l’équation  du  n°  196  , 


d;> 


C .dr 


.V/_ï!+v._^+ 

V r wj  H 


2A 

mr 


D’après  la  relation  r'dv  = C .dt  posée  n°  186,  cette  équa- 
tion donne 


dt=- 


r.  dr 


ou  en  mettant  pour  C’  sa  valeur  (u‘  194)  H’V'sin.'J;  et 


ayant  égard  aux  expressions  de  p et  e écrites  n°  196  , 

r.dr 


dt  = - 


* / A A 2Ar 

\/ p (t-e’V+ 

y m mp  m 


Cette  dernière  équation  peut  s’écrire 

r.dr 


*}! 


* x/zsz.v/^-r^-iT 

V rn(t-e2)  V [_  P 


ou  en  mettant  a à 'la  place  de 

r.dr 


dl— 


dont  l’intégrale  ( qui  s’obtient  facilement  en  posant 
-1  — t = ecos.ç , y désignant  une  nouvelle  variable)  est 


const.-\/  ^[\/eJ-(  ~-l  )*  +arc' cosr  \ ' 1 ) 

Si  l’on  pose  successivement  r=a(l — e)  et  /-=a(l  +e) , 
cette  formule  deviendra 


% / nia3 

t=const. — jtV/  — ■ — , et  t= 

• v A 


const. 


Ainsi , la  durée  entière  d’une  révolution  entière  est 

2 tt  Ce  résultat  s’accorde  avec  l’équation  écrite 

A 

A 

n°  188  , puisque  nous  avons  ici  r = — . 
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XIV.  Attraction  d'un  corps  sphérique  sur  un  point  ma- 
tériel. — Variations  de  la  gravité  a la  surface  de  la 
terre.  — Densité  moyenne  de  la  terre. 


200.  Nous  avons  admis  dans  les  articles  précédents 
que  l’attraction  exercée  par  les  corps  planétaires  sur 
un  point  matériel  pouvait  être  regardée  comme  éma- 
nant du  centre  de  ces  corps  , de  la  même  manière  que  si 
toute  leur  masse  était  concentrée  dans  ce  point.  Celte 
hypothèse  est  conforme  à la  vérité  lorsque  l’on  consi  - 
sidère  les  corps  planétaires  comme  des  sphères  homo- 
gènes , ou  comme  des  sphères  formées  de  couches  con- 
centriques homogènes. 

Soit C [fig.  23) le  centre  d’une  couche  sphérique  d’une 
épaisseur  infiniment  petite  dont  nous , désignerons  le 
rayon  CM  par  R ; et  A la  position  d’un  point  matériel 
dont  la  masse  est  m , et  que  nous  supposons  d’abord  placé 
au  dehors  de  la  courbe  sphérique.  Appelons  r la  dis- 
tance AC.  Il  s’agit  de  connaître  la  force  avec  laquelle  le 
point  matériel  est  attiré  par  la  couche  sphérique  , force 
qui  est  évidemment  dirigée  suivant  la  ligne  AC  lorsque 
la  couche  est  homogène.  Nous  pouvons  décomposer  cette 
couche  en  éléments  différentiels  en  la  coupant  par  des 
plans  MN  perpendiculaires  à la  ligne  AC.  Désignons 
pour  l’un  quelconque  de  ces  éléments  par  <•>  l’angle  MCA, 
et  par  x la  distance  AM.  Nous  aurons 


MP=Rsin.w,  et  x'=r‘ — 2Rrcos.M-t-R\ 


i». 


Le  volume  de  l’élément  différentiel  dont  il  s’agit  sera 
<^R.27rRsin.'.>.Rrfw  ; 


12  » . 


* 
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et,  par  conséquent,  en  appelant  p la  masse  de  la  matière 
de  la  couche  pour  l’unité  de  volume.,  la  masse  de  cet 
élément  sera 


uâ.jr.RWJWwsin  • W. 

Remarquons  d’ailleurs  que  les  portions  de  l’élément  dif- 
férentiel placées  en  M et  en  N exercent  sur  le  point  ma- 
tériel placé  en  A des  actions  qui  se  détruisent  en  partie,  et 
dont  on  ne  doit  prendre  que  les  composantes  dans  la  di- 
rection AC.  On  aura  d’après  cela  , pour  la  force  avec 
laquelle  le  point  matériel  est  attiré  par  l’élément  dif- 
férentiel , 

/’.[i/tt.2rrR'V£R.<£Msin.M  r — Rcos.m 


/’  désignant  uq  coefficient  constant , comme  dans  le 
n°  189;  ou  en  mettant  pour  w la  valeur  qui  se  déduit  de 
l’équation  écrite  ci-dessus  entre  u et  r, 


. rRfllR  , .r’+r'— RJ 
fum — - — .dx = . 


X* 


201.  On  aura  l’attraction  exercée  sur  le  point  maté- 
riel par  la  couche  sphérique  entière  en  prenant  l’inté- 
grale de  cette  expression  entre  les  valeurs  extrêmes  AB 
et  AD  de  x,  c’est-à-dire  depuis  x=r — R jusqu’à  x=r+R. 
L’intégrale  indéfinie  étant 


f.um- 


»RrfR/ 


V 


l’expression  cherchée  est  donc 

„ 4kRVR 

— ■ 


Le  fée  leur  4^R’  représente  la  surface  de  la  couche  sphé- 


» 


* 
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rique,  et  p.kxrR’^R  en  représente  la  masse.  Ainsi,  l’at- 
traction qu’exerce  cette  couche  sur  un  point  matériel 
placé  au  dehors  ne  difl’ère  pas  de  celle  qu’exercerait  un 
point  matériel  de  même  masse  que  celle  de  la  couche 
et  qui  serait  placé  au  centre  de  cette  couche. 

202.  Une  sphère  étant  l’assemblage  d’une  infinité  de 
couches  concentriques,  on  peut  lui  appliquer  le  même 
résultat  ; et  on  voit  que  ce  résultat  subsiste  également 
lorsque  la  quantité  f*  est  constante  , ou  lorsqu’elle  varie 
seulement  avec  le  rayon  R,  c’est-à-dire  lorsque  la  sphère 
est  homogène,  ou  composée  de  couches  concentriques 
homogènes. 

203.  Si  nous  regardons  p comme  constante , l’attrac- 
tion exercée  sur  le  point  matériel  par  une  couche  d’une 
épaisseur  finie  ayant  pour  rayons  extrêmes  R'  et  R , sera 

. 4*  R3 — R'3 

f. •un. — - — . 

7 • 3 r’ 

L’attraction  d'une  sphère  dont  le  çayon  est  R est  donc 
. 4-  R3 

/f"”T7s 

et  si  le  point  matériel  était  placé  à la  surface  de  cette 
sphère,  l’attraction  dont  il  s’agit  deviendrait 

/•  *ru 
/.uw.— R, 

.5  \ 

c’est-à-dire  quelle  serait  proportionnelle  au  rayon  de  la 
sphère. 

204.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  ma- 
tériel attiré  par  une  couche  sphérique  d’une  épaisseur 


m 
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infiniment  petite  est  placé  en  A (fig.  24)  en  dedansde  cette 
couche.  L’expression  obtenue  n>-  200  , pour  l’attraction 
d’un  élément  diflérentiel  de  la  couche,  convient  é^ale- 
ment  au  cas  dont  il  s’agit  pour  ceux  de  ces  éléments 
dillérentiels  qui  sont  placés  à gauche  du  plan  EF  mené 
par  le  point  A perpendiculairement  à la  ligne  AC.  Ainsi, 
l’attraction  de  cette  partie  de  la  couche  est  exprimée  par 
l’intégrale  indéfinie 


f.ton. 


qui  doit  être  prise  entre  les  valeurs  extrêmes  AE  et  AD 

de  x,  c’est-à-dire  depuis  x=  l/Rr r’  jusqu’à  a.=R  + r. 

Cette  attraction  est  donc 


. irRrfR/  Rr — 2r3-t-R3  \ 

f.um.— — ( 2R -r  ). 

A 1 égard  des  éléments  de  la  partie  de  la  couche  sphé- 
rique qui  sont  placés  à droite  du  plan  EF,  le  même  cal- 
cul fait  dans  le  n°  200  donnera  pour  l’expression  de  leur 
attraction 

f.um.2nR'dR.da>s\n.to  Rcos.u — r 


qui  se  change  en 


„ rRafR  , R* — r1 — x’ 
f.fim dx- 


r*  x' 

expression  dont  l’intégrale  indéfinie  est 


TiRrfR/'  R3 — r 


x+- 


-)■ 


H 
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Cette  intégrale  doit  être  prise  entre  les  valeurs  extrêmes 
AB  et  AE  de  x,  c’est-à-dire  depuis  a;  = R — r jusqu’à 
x—V'R i — r*.  L’attraction  cherchée  de  cette  seconde 
partie  de  la  couche  est  donc 


TrRdR^  R 


Rc — 2r’+R'\ 
l/R^r‘  / 


c’est-à-dire  égale  à celle  de  la  première  partie.  Et,  comme 
ces  deux  attractions  s’exercent  en  sens  opposés  , on  voit 
qu’elles  se  détruisent  réciproquement  ; en  sorte  qu’un 
point  matériel  placé  dans  l’intérieur  d’une  couche  sphé- 
rique homogène  d’une  épaisseur  infiniment  petite  ne 
tend  à se  déplacer  dans  aucune  direction. 

205.  Ce  résultat  s’applique  évidemment  à un  point 
matériel  placé  dans  l’intérieur  d’une  couche  sphérique 
d’une  épaisseur  finie , pourvu  que  la  densité  ne  varie 
dans  cette  dernière  couche  que  dans  le  sens  du  rayon. 

206.  On  voit  enfin  qu’un  point  matériel  placé  dans 
l’intérieur  d’une  sphère  pleine  n’est  attiré  vers  le  centre 
qu’en  vertu  de  l’action  d’une  sphère  concentrique  à la 
première  et  passant  par  le  point , puisque  toutes  les 
couches  qui  enveloppent  celte  dernière  sphère  n’exercent 
sur  le  corps  que  des  actions  qui  se  détruisent  récipro- 
quement. La  force  qui  attire  ce  point  matériel  vers  le 
centre  est  donc  exprimée  par  la  dernière  des  formules 
écrites  n°  203,  en  sorte  qu’elle  est  proportionnelle  à la 
distance  au  centre,  conformément  au  résultat  dont 
on  a fait  usage  dans  le  n°  131. 

207.  Si  la  terre  était  une  sphère  parfaite  composée  de 
couches  concentriques  homogènes,  et  si  elle  était  immo- 
bile, l’intensité  de  la  force  de  la  gravité  serait  constante 
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pour  tous  les  points  de  la  surface,  et  partout  dirigée  vers 
le  centre.  Cette  intensité  décroîtrait  en  raison  inverse  (lu 
quarré  de  la  distance  au  centre  pour  des  corps  qui  s'é- 
loigneraient de  plus  en  plus  de  la  surface  de  la  terre.  La 
régularité  de  ces  lois  est  altérée  par  deux  causes  princi- 
pales : 1°  parce  que  la  terre  n’est  pas  exactement  formée 
de  couches  concentriques  homogènes , et  surtout  parce 
qu’elle  n'est  pas  exactement  sphérique;  2°  parce  que  la 
force  centrifuge  résultant  du  mouvement  diurne  de  rota- 
tion se  compose  avec  l’attraction  de  la  masse  de  la  terre, 
et  diminue  un  peu  l’action  de  cette  force. 

Par  l’effet  du  défaut  de  sphéricité  de  la  terre,  1“  l’ac- 
tion de  la  pesanteur  n’est  pas  dirigée  exactement  vers  le 
centre  : elle  est  dirigée  suivant  la  ligne  appelée  verticale; 
2°  l'intensité  de  cette  action  augmente  de  l’équateur  aux 
pôles,  par  l’effet  de  la  diminution  du  rayon,  d’une  petite 
quantité  proportionnelle  au  sinus  de  la  latitude  du  lieu. 

208.  Quant  à l’effet  de  la  force  centrifuge,  on  peut 
l’apprécier  en  considérant  que  la  terre  effectue  une  ré- 
volution entière  sur  son  axe  en  8616k  secondes.  Soit 
donc  R le  rayon  moyen  de  la  terre  supposée  sphérique, 
10  000  000m 


dont  la  valeur  est  R = 


6366198“,  et  Lia 


latitude  du  lieu 
2ttR.cos.L 


—r. 

2 


La  vitesse  de  rotation  sera  en  ce  lieu 
, et  par  conséquent  la  vitesse  imprimée  dans 

8616k 

l’unité  de  temps  par  la  force  centrifuge  dans  le  sens  d’un 
rayon  mené  dansle  plan  du  parallèle  sera,  conformément 
au  n" lk8  , 

/ 2.T  V 

( ) R. cos.L=0m, 033853. cos. L. 

\86164/  ’ 
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La  composante  de  cette  vitesse  dans  le  sens  de  l’action 
de  la  gravité,  c’est-à-dire  la  quantité  dont  la  force  centri- 
fuge due  à la  rotation  de  la  terre  diminue  la  vitesse  im- 
primée dans  l’unité  de  temps  par  la  gravité , est  donc 

0m, 033853.  cos.  aL. 

Cette  diminution  est  d’autant  moindre  que  l’on  s’éloigne 
davantage  de  l’équateur.  Ainsi , l’ellet  de  la  force  centri- 
fuge se  réunit  au  défaut  de  sphéricité  pour  faire  aug- 
menter de  l’équateur  aux  pôles  la  force  avec  laquelle  les 
corps  sont  véritablement  attirés  vers  le  centre  de  la  terre, 
et  qui  cause  leur  chute. 

Nous  avons  représenté  par  g la  vitesse  qu’imprimait 
cette  force  aux  parties  matérielles  dans  l'unité  de  temps. 
L’unité  de  temps  étant  la  seconde  sexagésimale,  la  va- 
leur de  g est  à l’Observatoire  de  Paris  g = 9“,  8089G. 
A la  latitude  de  45°  et  au  niveau  de  la  mer,  on  a 
g = 9“,  80557.  Au  môme  niveau,  et  pour  une  latitude 
quelconque  L,  on  doit  prendre 

g=gm, 80557( 1 — 0, 002588cos . 2L). 

Et  lorsqu’on  s’élève  au-dessus  de  la  surface  des  mers 
d’une  hauteur  /t,  cette  expression  doit  être  multipliée 
par  le  rapport 

/ 6366198  y 
V.6366 198+4  / ' 

Densité  moyenne  de  la  terre. 

209.  On  a employé  pour  l’évaluation  de  celte  densité 
tleux  méthodes  : 1°  la  déviation  du  fil  à plomb  causée 
par  l’attraction  des  montagnes  voisines  ; 2°  l’observation 


• jF 
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des  oscillations  produites  par  l’attraction  d’un  corps.  On 
indiquera  succinctement  le  principe  de  ces  méthodes. 

Soit  A le  volume  de  la  terre  et  n le  poids  moyen  de 
l’unité  de  volume  de  la  matière  dont  elle  est  formée.  La 


masse  de  la  terre  sera  exprimée  par  A-  en  désignant  tou- 
jours par  g la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  aux  corps 
pesants  à la  surface  de  la  terre.  En  représentant  par  a 
f le  volume  d’une  montagne  voisine,  par  <zo~  le  poids  moyen 
de  l’unité  de  volume  des  matières  qui  la  composent,  on 

aura  également  — pour  la  masse  de  cette  montagne.  Si 
S 

maintenant  on  représente  par  c la  distance  du  lieu  où 
l’on  se  trouve  au  centre  de  gravité  de  la  montagne , 
nous  devrons  concevoir  que  les  corps  sont  sollicités  dans 

ce  lieu,  1°  par  une  force  verticale  exprimée  par^.A  - .jjj , 

ff 

en  désignant  parole  même  coefficient  qu’au  n°  189  , et 
par  R le  rayon  moyen  de  la  terre  ; 2°  par  une  force 

fîa—.\  due  à l’action  de  la  montagne,  que  nous  pouvons 
ë C 

généralement  supposer  horizontale  sans  erreur  sensible. 
Or,  le  fil  à plomb  devant  se  diriger  suivant  la  résultante 
de  ces  deux  forces,  nous  aurons  donc,  en  désignant  par  a 
l’angle  de  ce  fil  avec  la  verticale , angle  qui  peut  être  ob- 
servé , 

ats-  R’ 

Âïî  7-=ta“^ 


équation  d’où  l’on  déduira  la  valeur  du  rapport  — de  la 

tW' 

densité  moyenne  de  la  terre  à celle  des  matières  dont  la 
montagne  est  formée. 

On  a conclu  d’une  observation  de  ce  genre  faite  par 


r 


— it>5  — 

Maskeline  en  Ecosse  que  la  densité  moyenne  de  la  terre 
était  quatre  à cinq  fois  plus  grande  que  celle  de  l’eau. 

210.  La  seconde  méthode  repose  sur  un  principe  diffé- 
rent.  Concevons  une  verge  AA  {fig.  25)  considérée  comme 
levier  rigide  et  sans  masse  aux  extrémités  duquel  on  a 
placé  deux  petits  corps  égaux  entre  eux.  Ce  levier  est 
suspendu  par  son  milieu  C au  moyen  d’un  lil  très-fin.  Ad- 
mettons maintenant  que  l’on  présente  aux  deux  corpsA 
deux  masses  égales  D.  L’attraction  de  ces  masses  tend  à 
faire  sortir  le  levier  AA  de  sa  position  naturelle  et  à le 
transporter  dans  une  position  voisine  BB  , en  faisant 
tordre  le  fil  auquel  ce  levier  est  suspendu.  Le  fil  ré- 
sistant à cette  torsion,  les  corps  placés  aux  extrémités 
du  levier  prennent  par  l’elTet  des  actions  opposées  de 
, l’attraction  des  masses  D,  et  de  la  résistance  du  fil,  un 
mouvement  dont  l’observation  peut  conduire  à la  solu- 
tion de  la  question  dont  il  s’agit. 

Nous  savons  en  effet,  par  les  expériences  de  Coulomb, 
que  la  résistaneequ’oppose  un  fil  àla  torsion  est  proportion- 
nelle à l’angle  de  torsion.  Cela  posé, considérons  seulement 
le  mouvement  de  l’un  des  corpsA  : soit  usa  masse,  m la 
masse  placée  en  D , /■  le  rayon  CA , c la  distance  AD , 
et  m l’angle  de  torsion  au  bout  du  temps  t,  angle  que 
nous  supposerons  très-petit.  D’après  cette  dernière  sup- 
position, l’attraction  exercée  par  la  masse  D pourra  être 
censée  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  petite 

masse  A,  et  l’on  aura  pour  l’équation  du  mouvement 
de  cette  masse 

rd3w  /.mu 

U — : — =- I O), 

dt7  (c — rv>) 

/ désignant  toujours  le  même  coefficient  qu'au  n”  189, 
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et  T la  valeur  de  la  résistance  du  fil  à la  torsion  lorsque 
ce  fil  est  tordu  d’un  arc  égal  à 1.  Cette  équation  , en 
négligeant  les  puissances  supérieures  de  w,  peut  s’écrire 

<To f.m  f T 2/.//A 

dû  c‘r  \ur  c3  / 

211.  Pour  l’intégrer,  c’est-à-dire  pour  trouver  une 
expression  de  « en  fonction  de  l par  laquelle  l’équation 
soit  satisfaite  et  qui  s’accorde  également  avec  les  don- 
nées de  l’état  initial,  on  posera 

w=A+Bsin.j»t+Ccos.ÿr , 

A,  B,  C,  p et  q étant  des  constantes  ; et  l’on  s’assurera 
facilement  que  cette  expression  satisfait  à l'équation  dif- 
férentielle , pourvu  que  l’on  ait 


f.m 

c'r 

T 2/W 


et 


P=Q= 


/ 

V 


ur  c 

L’expression  générale  de  w est  donc 


2 f.m 
c3 


f.m 

c'r 


T S 'f.m 


-t-Bsin.t 


V 


/ T s f.m 


fir 


+.Ccos.<Y/y 


T 2 f.m 


l*r 


tir 


Les  constantes  B,  C se  détermineront  d’après  l’état  ini- 
tial du  corps  A.  Supposons  que  quand  t = o , la  vitesse 
de  ce  corps  soit  nulle  : l’expression  précédente  ne  pourra 
satisfaire  à cette  condition  à moins  que  l’on  n'ait  B — o. 
Supposons  de  plus  que  la  valeur  initiale  de  « soit  éga- 
lement nulle  ; il  faudra  alors  que  l’on  ait 
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Ainsi , la  valeur  complète  de  <u  sera  définitivement 

/•»»  

c7r  ( \ / T 2f.m\ 

T 2/.w\  V i>r  c1 * 3  / 

iir  e3 

212.  Cette  équation  fait  connaître  la  nature  du  mou- 
vement périodique  que  prendra  le  corps  A.  Le  levier 
oscille  autour  d’une  position  qui  forme  avec  la  position 
primitive  AA  l’angle 

C^r 

T 2 f/n3 
pr  c3 

et  cette  même  expression  est  aussi  celle  de  l’écart  du 
levier  à partir  de  cette  position  intermédiaire.  On  peut 
observer  l’amplitude  de  ces  oscillations  : en  la  désignant 
par  l’arc  a , 011  aura  donc 

f_rn 

c3r 

il=2. . 

T 2 f.m 


La  durée  des  oscillations  dont  il  s’agit  est  d’ailleurs 


\ A v-m 

\f  ur  c 3 


Cette  durée  peut  également  être  observée  : en  la  dési- 
gnant par  0 , et  ayant  égard  à l’équation  précédente,  on 


1 /a.  cV 

0 = r \ / 

V 2 /•'« 
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Mais  si  la  masse  de  la  terre  est  désignée  comme  ci- 

dessus  par  A- , et  son  rayon  par  R , l’équation  écrite 
S 

n°  191  nous  donnera 


/•A- 


R 


Ç-=g,  d’ou  f=-  ^,R 


An 


De  plus , si  a représente  le  volume  du  corps  placé  en 
D , et  <©.  le  poids  de  l’unité  de  volume  de  ce  corps , nous 

aurons  rn  = a — . 

s 

Mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  elle 
deviendra 


d'où  l’on  déduit 


2 # R’  a'Sf 


» _e.  - ffR'a 
-’n  cVA  ' 


Les  expériences  dont  il  s’agit  sont  très-délicates  et 
exigent  des  précautions  minutieuses.  Celles  qui  ont  été 
faites  par  Cavendish  ont  conduit  à attribuer  à la  terre 

une  densité  moyenne  égale  à environ  5 ^ fois  celle  de 

l’eau , résultat  un  peu  plus  grand  que  celui  qui  a été 
mentionné  n°  209. 


KIN  UE  LA  PREMIÈRE  ANNEE. 
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A L’ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 

2*  ANNÉE. 


XV.  Équilibre  du  polygone  funiculaire.  — Courbe 
funiculaire.  — Chaînette. 

213.  Soit  un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible 
attaché  par  une  de  ses  extrémités  à un  point  fixe,  et  sup- 
posons qu’à  divers  points  de  ce  fil  soient  appliquées  des 
forces.  Il  s’agit  de  reconnaître  et  d’exprimer  les  condi- 
tions de  l’équilibre  de  ce  système.  On  voit  en  premier 
lieu  qu’en  supposant  l’équilibre  établi,  les  parties  du 
fil  seront  tendues  et  dirigées  en  ligne  droite  d’un  point 
d’application  des  forces  à l’autre,  en  sorte  que  ce  fil 
formera  un  polynôme  rectiligne  dont  les  points  d’appli- 
cation seront  des  sommets.  De  plus  les  forces  appliquées 
aux  points  extrêmes  devront  être  dirigées  dans  le  sens 
des  côtés  extrêmes  du  polygone,  que  nous  supposons 
ici  n ôtre  pas  fermé , jiour  plus  de  généralité. 
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ma  étant  ( /ig . 26)  le  point  fixe  auquel  la  première  extré- 
mitédu  fil  est  attachée,  et  le  polygone  m0mimlmi...mnmn+1 
représentant  la  figure  affectée  par  le  fil , nous  désigne- 
rons généralement  par 

x,  ,ji , z,  les  coordonnées  du  point  m,  comptées  sur  trois 
axes  rectangulaires  ; 

a,-,  b, , c,  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x,  des  y et 
des  z par  le  côté  m,m1+1  ; 
f la  longueur  de  ce  côté  ; 

P,  la  force  appliquée  au  point  w,  ; 
a,  , S, , y,  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x , des  y et 
des  z par  la  direction  de  cette  force; 

T,  la  tension  qui  s’établit  dans  le  côté  mimi+x  du 
polygone. 

Cela  posé,  nous  remarquerons  que  le  système  étant 
en  équilibre  , chacune  des  forces  P,  est  nécessairement 
détruite  par  les  tensions  qui  se  sont  établies  dans  les 
deux  côtés  du  polygone  adjacents  au  point  d’application 
de  cette  force.  Ainsi  la  direction  de  la  force  est  comprise 
dans  un  même  plan  avec  les  deux  côtés  ; et  il  existe  entre 
sa  valeur  et  les  valeurs  des  deux  tensions  les  rapports 
nécessaires  pour  l’équilibre  de  trois  forces  appliquées  à 
un  point  matériel , conformément  à ce  qu’on  a vu  dans 
les  n05  17  et  suivants.  La  tension  T0  du  premier  côté 
est  donc  égale  et  directement  opposée  à la  résultante  de 
la  force  P,  etde  la  tension  T,  du  second  côté.  La  tension 
T,  est  de  même  égale  et  directement  opposée  à la  résul- 
tante de  la  force  P.  et  de  la  tension  T,  du  troisième 
côté  : et  ainsi  de  suite.  D’où  l’on  voit , que  si  l’on  consi- 
dère un  côté  quelconque  m,wI+1  du  polygone  , toutes  les 
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lorces  Pt+,,...P„  et  T„  appliquées  à la  suite  de  ce  côté 
devront  avoir  une  résultante  unique,  et  que  la  tension 
T,  du  côté  dont  il  s’agit  devra  être  égale  et  directement 
opposée  à cette  résultante. 

Cette  condition  , qui  est  nécessaire  et  suffisante  pour 
assurer  l’existence  de  l’équilibre  dans  le  polygone  funi- 
culaire, peut  s’exprimer  en  écrivant  les  équations 

TIcos.a,=P,+,cos.a,+,-t-P«+jCos.ct,+i+ +Pncos.a„+T»cos.fl„ , 

T,cos . b,—  P,+ , cos . , 4-Pi+a  cos . 6,+,+ +P„cos.6„+Tncos.ô„ , 

T'COS  C,=  P.+.COS.'/.+^P.  + îCOS. +P„cos.7„+l\cos.c„ , 


et  en  admettant  qu’elles  doivent  subsister  pour  toutes 
les  valeurs  de  i depuis  »=0  jusqu’à  i = n — 1.  Les 
équations  particulières  que  l’on  formera  d’après  celles-ci 
pour  tous  les  côtés  du  polygone  en  commençant  par 
l’avant-dernier,  donneront  toujours  les  moyens  de  dé- 
terminer les  directions  et  les  tensions  des  côtés  lorsque 
les  forces  P seront  données,  et  réciproquement.  Il  est 
évident  que  la  tension  T„  du  dernier  côté  n’est  autre 
chose  que  la  force  appliquée  à l’extrémité  libre  du  fil , 
et  que  la  tension  T„  du  premier  côté  est  l’elfort  exercé 
sur  le  point  fixe  auquel  la  première  extrémité  du  fil  est 
attachée.  Si  cette  première  extrémité  du  fil  était  libre  , 
comme  l’est  l’extrémité  opposée,  l’équilibre  exigerait 
qu’une  force  égale  et  directement  opposée  à la  tension 
T0  lui  fût  appliquée. 

214.  Les  équations  précédentes  peuvent  être  écrites 
d’une  autre  manière  en  observant  que  l’on  a 


cos.  a' 


Xi+, — x, 


f ’ 


eos.ôi— 


/:  ’ 


cos.  c,= 


S5rH — Zi 

~J> H" 
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Si  i’on  remplace  cos.  a, , cos.  b, , cos.  c,  par  ces  expres- 
sions, les  équations  dont  il  s’agit  contiendront  alors  les 
coordonnées  des  sommets  du  polygone , et  pourront 
servira  en  déterminer  immédiatement  la  position. 

215.  Si  les  directions  des  forces  P,  partagent  toujours 
en  deux  parties  égales  l’angle  compris  entre  les  deux 
côtés  du  polygone  adjacents  à leurs  points  d’application, 
la  tension  T est  nécessairement  constante  dans  toute 
l’étendue  du  polygone.  De  plus  , en  nommant  0,  l’angle 
compris  entre  les  deux  côtés  adjacents  au  point  m, , on 
aura  la  relation 

— P,=2Tcos.  — , 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  i. 

216.  Si  les  directions  des  forces  P,  sont  toutes  paral- 
lèles entre  elles,  l'équilibre  ne  pourra  subsister  qu’au- 
tant  que1  les  directions  de  toutes  les  forces  et  tous  les 
côtés  du  polygone  seront  compris  dans  un  même  plan. 
Admettons  que  ce  plan  soit  celui  des  xy,  et  que  les  di- 
rections de  toutes  les  forces  soient  parallèles  à l’axe  des 
y que  l’on  supposera  vertical.  Les  trois  équations  du  nu- 
méro 213  se  réduiront  aux  deux  suivantes, 


T,-cos . <ï;= T„cos . , 

T,sin.«,=P,+1-fP,+.+ -j-Pn-J-TnSin.Æ* . 


On  en  déduira  facilement  la  valeur  delà  tension  d’un 
côté  quelconque  du  polygone  et  sa  direction.  Ces  équa- 
tions donnent 


tang.  «,= 


Pl'+l-j-Pi+J-j- -j— Pn— |— T*  sin.a„ 

T„cos.rt„ 


y 


d’ou  l'on  peut  conclure  que  s'il  existe  dans  le  polygone 


4 
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un  côté  horizontal , la  tangente  de  l’angle  d’inclinaison 
des  côtés  du  polygone  sur  l’horizon  augmentera  à partir 
de  celui-ci  proportionnellement  à la  somme  des  forces 
comprises  entre  le  côté  horizontal  et  celui  que  l’on  con- 
sidère. 

On  voit  aussi  que  les  composantes  horizontales  des 
tensions  T0 , des  côtés  extrêmes  du  polygone  doivent 
être  égales  entre  elles  ; et  que  la  diflérence  des  compo- 
santes verticales  de  ces  tensions  doit  être  égale  à la 
somme  des  forces  verticales  appliquées  au  fil.  En  géné- 
ral , la  composante  horizontale  de  la  tension  d’un  côté 
quelconque  du  polygone  a toujours  la  même  valeur. 
Enfin  on  peut  remarquer  que  si  le  polygone  est  formé 
de  deux  parties  séparées  par  un  côté  horizontal,  les 
composantes  verticales  des  tensions  T0,  T„  des  côtés 
extrêmes  seront  respectivement  égales  à la  somme  des 
forces  verticales  comprises  entre  ce  côté  horizontal  et 
l’extrémité  correspondante  du  fil. 

Cas  où  les  points  cl  application  des  forces  peuvent  glisser 
librement  le  long  du  fil. 

217.  Si  le  point  d’application  m,  de  la  force  P,  peut 
glisser  librement  le  long  du  fil , l’équilibre  ne  peut  évi- 
demment subsister  a moins  que  la  direction  de  cette  force 
ne  partage  en  deux  parties  égalesl'anglecomprisentre  les 
deux  côtés  adjacents  au  point  m,-;  d’où  il  résulte  que  les 
tensions  de  ces  deux  côtés  seront  égales  entre  elles.  On 
aura  d’ailleurs,  entre  les  valeurs  absolues  de  ces  tensions 
et  celle  de  la  force  , la  relation  exprimée  par  l’équation 

— P*  = 2cos.  , 
o ’ 

comme  on  l’a  vu  n” 21  S. 
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Si  les  points  d’application  de  toutes  les  forces  peuvent 
glisser  librement  le  longdu  fil , la  tension  sera  constante 
dans  toute  son  étendue,  les  directions  des  forces  parta-  A 
geront  toujours  en  deux  parties  égales  l’angle  des  côtés 
adjacents  à leurs  points  d’application,  et  leurs  valeurs 
«auront  avecla  tension  constante  la  relation  exprimée  par 
l’équation  précédente.  On  aura  l’exempled’un  équilibre 
, . , de  cette  nature  en  concevant  une  série  d’anneaux  pla- 
cés fixement  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace, 
dans  lesquels  passerait  un  fil.  Abstraction  faite  de  l’effet  , 
du  frottement  du  fil  dans  les  anneaux , l’équilibre  ne 
pourra  subsister  à moins  que  l’on  n’applique  aux  deux 
bouts  du  fil,  dans  la  direction  des  parties  extrêmes, 
deux  forces  égales  et  agissant  en  sens  contraire , par 
lesquelles  le  fil  sera  tendu.  Chaque  anneau  supporte 
alors  un  effort  dirigé  dans  le  plan  des  parties  contiguës 

G 

du  fil  et  égal  à la  tension  multipliée  par  2 cos.-  , G étant 

JL  9 

l’angle  compris  entre  ces  parties. 

Courbe  funiculaire. 


218.  Reprenons  les  considérations  exposées  dans  le 
n°  21 3 , mais  en  supposant  que  les  forces  agissant  sur  le 
fil , au  lieu  d’étre  appliquées  à certains  points  placés 
d’espace  en  espace , sont  distribuées  d’une  manière  con- 
tinue dans  toute  l’étendue  du  fil.  Désignons  maintenant 
par 

x,y,  z les  coordonnées  rectangulaires  d’un  point 
quelconque  m du  fil  ; 

s la  longueur  de  l’arc  de  la  courbe  du  fil  comp- 
tée jusqu’au  point  m; 
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s„ , s»  les  longueurs  de  l'arc  de  cette  courbe  comp- 
tées jusqu’au  premier  et  jusqu’au  dernier 
point  de  la  partie  où  les  forces  sont  ap- 
pliquées ; 

aoi  b0,  ca  et  a*  , b„  , c„  les  angles  formés  avec  les  axes 
des  x,  desjy^  et  des  z par  les  tangentes  me- 
nées au  premier  et  au  dernier  point  de 
cette  partie  du  fil  ; 

p la  valeur  de  la  force  appliquée  au  point  ;n, 
cette  valeur  étant  rapportée  à l’unité  de 
longueur,  et  donnée  en  fonction  de  l’arc  s ; 
a,  6,  •/  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x , desj' 
et  des  z par  la  direction  de  la  force  p , ces 
angles  étant  également  donnés  en  fonction 
de  l’arc  s ; 

T la  valeur  de  la  tension  du  fil  au  point  m ; 

T„,T„  les  valeurs  de  la  tension  au  premier  et  au 
dernier  point  de  la  partie  du  fil  où  les  for- 
ces sont  appliquées. 

Le  même  principe  énoncé  dans  le  n°213  donnera  ici, 
au  lieu  des  trois  équations  obtenues  dans  ce  numéro  , 
les  suivantes 

dx  Cs'r 

T _ = ds.pœs.a-j-T  „cos.aWj 
J s 

dy  Cs* 

Tdï=\  dsPcos ^-t-î.cosA., 

dz  ÇSm 

T — = J «k.^jcos.y-j- Tb cos . cM-, 


: - r /«W 
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qui  devront  subsister  dans  toute  l’étendue  de  la  courbe , 
et  qui  en  déterminent  la  figure.  Pour  le  premier  point 
de  la  courbe  elles  deviennent 


T„cos.ao=T<»  cos.Æm  -J- 
T.cos.A„=T<»cos.  bu- f- 
T0cos.  c0=T»  cos.  ca-\- 


219.  Les  trois  équations  précédentes  donnent 


dx 

dz 


rsa 

L' 

ttSœ 

J.' 


ds.pcos  .a-J-T»  cos.rtt» 


ds.pCOS.  y-f-TaCOS.  cu 


qui  sont  les  deux  équations  différentielles  de  la  courbe 
du  fil.  On  en  déduit  également 

* r=(j/J^0S-tt+T“c0Sa“  H. 

a*. 

dl.pa>S.y+TltcOS.c„  1 V 


I 
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pour  l’expression  du  carré  de  la  tension  dans  un 
point  quelconque. 

220-  En  différentiant  les  trois  équations  du  n°  218 , 
on  a 


dx 


dx 


Td.-+dT.-=-ds.pcos.a, 

T d.  % +dT.%=—ds.pcos.Z. 
as  as 

T d.  ds.pcos.y. 

as  as 

Si  l’on  ajoute  ces  équations  après  les  avoir  multipliées 

dx  dy  dz 

respectivement  par ; et  si  Ion  observe  que 


d’où 


dx * dy'  dz’ 

~dF+  ds'^d? 


dx  dx  dy  dy  dz  dz 

ds  ’ ds~^~  ds  ds  ds  ds 


il  viendra 

— dT  =pcos . a . dx-{-pcos . 6 . dy-\-pcos  .y.dz. 


Ce  résultat  donne  la  loi  d’après  laquelle  la  tension  varie 
d’un  point  à l’autre  du  fil.  L’accroissement  infiniment 
petit  de  la  tension  est  égal  à la  force  appliquée  h l’élé- 
ment du  fil  décomposée  suivant  la  direction  de  cet 
élément. 

221.  Pour  faire  quelques  applications  des  résultats 
précédents,  on  supposera  en  premier  lieu  que  la  force 


-7VWÇ  T*- — iïr. 
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**  • » 


désignée  par  />  est  dirigée  partout  perpendiculairement 
à la  courbe  affectée  par  le  fil.  La  valeur  de  dH  devient 
alors  nulle,. et  par  conséquent  la  tension  doit- être  con- 
stante dans  toute  l’étendue  du  fil.  De  plus  les  trois  équa- 
tions du  numéro  précédent , qui  se  réduisent  à 

, dx 

T d.  — = — ds.p cos. a , 
dv 

T d.  — — — ds.ncos.%  , 
ds 

T d.  — — ds.pcos.y , 

montrent  que  la  condition  de  l’équilibre  du  fil  exige  que 
la  force  qui  lui  est  appliquée  soit  dirigée  dans  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  du  fil , ou  dans  le  sens  du  rayon 
de  courbure  de  cette  courbe , puisque  les  cosinus  des 
angles  a,  6,  -/doivent  être  respectivement  proportionnels 
dx  dv  dz 

aux  quantités  ^m"ds  ^ *e  n°  des 

Leçons  d'analyse).  En  remplaçant  donc  ici  cos.  a,  cos.  6, 
cos.  7,  parles  expressions  des  cosinus  des  angles  formés 
avec  les  axes  par  le  rayon  de  courbure,  dont  nous  dési- 
gnerons, la  longueur  par  p , ces  trois  équations  donne- 
ront 

m T 

T=—PP>  ou  P= • 

p 

Ainsi  quand  un  fil  tendu  est  appliqué  sur  une  surface 
fixe  , la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  cette  surface, 
rapportée  à l’unité  de  longueur,  est  égale  en  chaque 
point  du  fil  à la  tension  divisée  par  le  rayon  de  courbure. 
Cette  proposition  s’applique  à diverses  questions  im- 
portantes dans  la  Mécanique  pratique. 
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La  proposition  dont  il  s agit  peut  être  déduite  immé- 
diatement du  résultat  énoncé  n°  215,  en  observant  que 
les  points  d’application  des  forces  P,  étant  supposés 
placés  à une  distance  infiniment  petite  les  uns  des  au- 
tres , on  a 

0 1 du  1 ds 
~Pi=pds , cos.  -2=s,n.- 

222.  Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  la 
force  désignée  par  p est  supposée  constante  et  dirigée 
toujours  parallèlement  h une  même  ligne  verticale , cas 
dans  lequel  la  courbe  funiculaire  a reçu  le  nom  de 
chaînette.  Toutes  les  parties  de  celte  courbe  (fig.  27  ) se- 
ront placées  dans  un  même  plan  vertical , conformément 
à ce  qu’on  a vu  n°2t6.  Nous  admettrons  que  ce  plan  est 
celui  des  xy,  que  la  direction  de  la  force  p est  parallèle 
à l’axe  des  y , et  de  plus  que  la  première  extrémité  du 
fil  est  placée  à l’origine  des  coordonnées.  Enfin  nous 
désignerons  par  P„  et  Pa  les  composantes  verticales 
" des  tensions  T0  et  Ta  qui  ont  lieu  aux  deux  extrémités 
du  fil  ; et  par  Q la  valeur  commune  des  composantes 
horizontales  de  ces  tensions,  laquelle,  conformément 
à la  remarque  faite  dans  le  n°  216  , est  aussi  la  va- 
leur de  la  composante  horizontale  de  la  tension  d’un 
élément  quelconque  du  fil.  Les  équations  du  n°218  se 


réduiront  ici  à 

' V f.i 


I 
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et  1 équation  du  n°  220  deviendra 

dT=—pdy.  (C) 

Pour  obtenir  de  la  manière  la  plus  simple  l’équation 
de  la  courbe  formée  par  le  fil,  on  remarquera  que  l’é- 
quation (c)  donne  en  intégrant 

T =consl. — py- 

et  comme  l’on  a pour  le  point  A, y = 0 etT=To , il  vient 
T=To— py-  (d) 

En  substituant  cette  expression  de  Tdans  l’équation  (a), 
on  trouvera 


d’où  l’on  tire 


Qdr 

V'  (T0  —py)'—.Q> 


(e) 


dx=±  ■ 


Le  signe  supérieur  doit  être  pris  dans  la  partie  descen- 
dante de  la  courbejusqu’au  point  le  plus  bas,  et  le  signe 
inférieur  dans  la  partie  montante  au  delà  de  ce  point. 
En  intégrant , il  vient 

x=const.+  Q .1  [to— pyÿV (To-^—Q’l  f 
P J 

et  en  déterminant  la  constante  parla  condition  que  x=Q 
quandj^=0. 


2 ,T°— py+V (To-^RT)3 — Q’ 

n ’ T TÜ  • 


T„-P. 


V) 


# * 


“«V, 
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En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres , on  ob- 
tient 


p 1 


px 


T-py=  l (T„ — P0)  e°+i  (T„+P0)  e Q,  (g) 

qui  est  l’équation  cherchée  de  la  chaînette. 

223.  Si  l’on  désigne  par  h etf  l’abscisse  et  l’ordonnée 
du  point  le  plus  bas  O de  la  courbe , dans  lequel  on 

dy  , 

a = 0 , les  équations  (e)  et  (J)  donneront 

i Q » Q , To-Q 

p T„— P0’  p • 

224.  On  déduit  des  équations  (a)  et(&) 

dy  p(stù — s)-f-P® 

dx  = Q ; 

et  en  égalant  cette  expression  de  ■—  à celle  qui  se  dé- 
duit de  l’équation  (c),  on  trouve 

P 

Si  l’on  représente  par  C la  longueur  de  la  courbe  depuis 
l’origine  A jusques  au  sommet  O,  le  radical 

V/  (T.— Ær)‘— Q* 

étant  nul  pour  la  valeur  de  y qui  convient  à ce  point , 
on  a 


n , P“  V/(T„-^r-Q’ 

, aou  .f=L:p 

P P 


m- 


225.  Les  résultats  précédents  sont  exprimés  d' 
manière  plus  simple  quand  on  transporte  l’origine  des 
coordonnées  en  un  point  A' situé  dans  la  ligne  verti- 
cale qui  contient  le  point  le  plus  bas  O de  la  cotirbe  , la 

distance  OA'  étant  égale  , et  quand  on  compte  les 

nouvelles  ordonnées  verticales^ de  bas  en  haut.  Posant 


en  effet 


il  viendra,  au  lieu- des  équations  (d),  ( f),(§ ) et{&), 


On  peut  remarquer  de  plus  que  le  rayon  de  courbure, 
pour  un  point  quelconque  dont  l'ordonnée  estjr1,  a pour 

expression  ; et  pour  le  point  O,  — . 


Les  équations  ci-dessus  contiennent  seulement  la 
quantité  Q,  qui  est  là  composante  horizontale  de  la  ten- 
sion : d'après  l’équation  (a),  celle  composante  conserve 
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la  même  valeur  dans  toute  l’étendue  de  la  courbe.  On 
déterminera  toujours  par  le  moyen  de  ces  équations  la 
figure  du  fil , en  se  donnant  d’avance  sa  longueur  ou 
les  positions  relatives  de  ses  extrémités. 

226.  Nous  considérerons  encore  le  cas  particulier  où 
la  force  verticale  appliquée  aux  points  de  la  courbe, 
au  lieu  d’être  proportionnelle  à la  longueur  des  parties 
de  cette  courbe , comme  on  l’a  supposé  dans  les  n°’  222  et 
suivants , est  proportionnelle  à la  projection  horizontale 
de  ces  partie».  On  a alors,  au  lieu  des  équations  (a),  (b), 
(c)  du  n°  222  , 

T ~ =T«cos.a»=Q , 

as 

T x)+Pi,  , 

dT= — pdx.  ÿ =— 
ds 


Lesdeux  équations  (/)  et  (m)  donnent 

dy  jr)-fPM 

dx~  Q 

(0) 

m 

et  en  intégrant  • 

— — j+P-ar 

' Q 

(p) 

La  courbe  du  fil  est  donc  une  parabole  dont  l’axe  est 
vertical. 

La  valeur  de  la  tension  en  un  point  quelconque  de 


■jV^T' 
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celle  courbe  , qui  se  déduit  de  l’équation  (/),  est 

T=<î'/,+  (0'  <*>  ■ 

227.  En  représentant  par  /t  et /Tabscisse  et  l’ordon- 
née du  point  le  plus  bas  de  la  courbe , où  la  tangente  est 
horizontale , et  qui  est  le  sommet  de  la  parabole , les 
équations  (o)  et  (p)  donneront 

i=X.  + ^,  /=^(x.+  i*). 

Quant  à la  longueur  de  l’arc,  on  l’obtiendra  par  les  pro- 
cédés connus  en  intégrant  l’i 

dans  laquelle  on  remplacera 
l’équation  (o). 


expression  dx 
dy 


par  la  valeur  donnée  par 


’ •?  tV->7 


228.  Si  l’on  veut  transporter  l’origine  des  coordonnées 
du  point  A au  sommet  en  comptant  les  nouvelles  or- 
données^ de  bas  en  haut , on  doit  changer  x en  od-\-h, 
y en  f—y;  et  il  vient  en  substituant  ces  valeurs. 


En  nommant  s1  la  valeur  de  l’arc  comptée  du  point  A' 
qui  répond  à l’abscisse  x',  on  aura 


et  en  faisant  = et  appelant  c la  valeur  correspon- 
dance de  s , 


Cette  dernière  équation  donne,  par  le  retour  des 


Les  résultats  précédents  sont  principalement  utiles 
pour  l’établissement  des  ponts  supportés  par  des  chaînes 
en  fer.  On  trouvera  les  détails  nécessaires  aux  applica- 
tions dans  l’ouvrage  intitulé  Rapport  et  mémoire  sur 
les  ponts  suspendus. 


XVI.  Principe  des  vitesses  virtuelles. 

229.  Les  principes  delà  statique  ont  été  exposés  dans 
l’art.  I , et  l’on  a vu  que  chacun  d’entre  eux  pou- 
vait être  pris  pour  point  de  départ  et  servir  à démon- 
trer les  autres.  Enefïet,  les  principes  dont  il  s’agit  sont 
compris  dans  une  proposition  unique  beaucoup  plus 
générale , par  laquelle  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  tout  système  de  forces , pour  que  ces  forces  se 
fassent  mutuellement  équilibre  , sont  dans  tous  les  cas 
complètement  exprimées. 

On  indiquera  en  premier  lieu  d’une  manière  plus 


précise  ce  que  l’on  entend  en  général  par  système  de 
forces.  Nous  avons  considéré  dans  les  art.  I et  II  les 
conditions  de  l’équilibre  d’un  seul  point  matériel  •,  et 
dans  les  art.  III  et  IV  les  conditions  de  l’équilibre  d’on 
assemblage  de  points  matériels  assujettis  les  uns  aux  au- 
tres d’une  manière  invariable  , en  sorte  que  la  figure 
affectée  par  ce  système  ne  pouvait  subir  aucun  change- 
ment. On  peut  concevoir  l’existence  d’un  tel  systèmes 
admettant  que  les  divers  points  auxquels  les  forces  sont 
appliquées  sont  réunis  les  uns  aux  autres  par  des  verges 
rigides  qui  s’opposent  à ce  que  les  distances  actuelles 
de  ces  points  ne  viennent  à varier.  Il  n’est  pas  nécessaire 
d’ailleurs,  pour  assurer  l’invariabilité  de  la  figure  du 
système  , de  supposer  que  tous  les  points  matériels  sont 
ainsi  réunis  deux  à deux  : il  suffirait  d’admettre,  par 
exemple,  que  trois  quelconques  de  ces  points  étant 
maintenus  les  uns  par  rapport  aux  autres  dans  des  situa- 
tions déterminées  , le  triangle  invariable  qu'ils  forment 
serait  la  base  commune  de  pyramides  dont  les  autres 
points  formeraient  les  sommets.  Si  les  arêtes  de  ces  py- 
ramides sont  parfaitement  rigides  , il  est  visible  que  la 
figure  formée  par  l’ensemble  des  points  matériels  ne 
pourra  subir  aucun  changement. 

Ainsi  , l’on  se  représente  un  système  dont  la  figure 
est  invariable,  comme  un  assemblage  de  points  matériels 
assujettis  les  uns  aux  autres  par  des  tiges  rigides,  en 
assez  grand  nombre  pour  que  les  distances  et  les  posi- 
tions respectives  de  tous  ces  points  ne  puissent  changer  ; 
et  il  suffira  toujours,  pour  satisfaire  à cette  condition  , 
que  les  distances  d’un  point  quelconque  à trois  autres 
points  du  système  au  moins  soient  rendues  invariables. 
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230.  Nous  avons  considéré  dans  l’article  XV  l’équili- 
bre du  polygone  funiculaire,  c’est-à-dire  d’un  assemblage 
de  points  matériels  assujettis  deux  «à  deux  par  des  fils 
inextensibles  qui  rendaient  invariables  les  distances  de 
deux  points  contigus.  L’ensemble  des  points  matériels 
pouvait  d’ailleurs  afiecter  une  figure  quelconque  com- 
patible avec  la  condition  qui  vient  d’étre  énoncée.  Dans 
le  cas  particulier  du  n°217  la  condition  consistait  seule- 
ment en  ce  que  la  somme  des  distances  de  deux  ou  plu- 
sieurs points  contigus  devrait  conserver  toujours  une 
valeur  déterminée  et  constante. 

On  voit  par  ces  exemples  que  l’on  peut  considérer  en 
général  des  systèmes  de  deux  espèces  : dans  les  uns  les 
positions  relatives  des  points  d’application  des  forces  ne 
peuvent  changer;  dans  les  autres,  le  mode  de  liaison  des 
points  matériels  dont  le  système  se  compose  est  tel  qu'il 
permet  à ces  points  de  prendre  les  uns  par  rapport  aux 
autres  certains  mouvements  assujettis  à des  conditions 
déterminées,  par  l’effet  desquels  l’ensemble  de  ces  points 
peut  présenter  diverses  figures.  Un  système  est  défini 
quand  on  donne  le  nombre  de  points  matériels  dont  il 
se  compose,  et  la  manière  dont  ces  points  peuvent  se 
déplacer  les  uns  par  rapport  aux  autres , ou  par  rapport 
à d’autres  points  supposés  fixes  dans  l’espace. 

Les  machines  employées  dans  les  travaux  des  arts 
présentent  autant  de  systèmes  tels  que  ceux  dont  il  s’a- 
git. Mais  nous  admettrons  ici  que  les  points  matériels 
dont  l’assemblage  forme  le  système  sont  réunis  les  uns 
aux  autres  par  des  verges  parfaitement  rigides , ou  par 
des  fils  inextensibles  et  parfaitement  flexibles  , supposés 
sans  masse.  Nous  concevrons  que  ces  fils  ou  ces  verges 


$ 
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rendent  invariables  les  distances  d’une  partie  des  points 
du  système  considérés  deux  à deux  , en  permettant  néan- 
moins à l’ensemble  de  ces  points  de  prendre  certains 
mouvements  relatifs  , et  d’affecter  diverses  figures  diffé- 
rentes les  unes  des  autres. 

231.  Cela  posé,  nous  énoncerons  en  premier  lieu  le 
principe  des  vitesses  virtuelles.  Nous  vérifierons  ensuite 
l’existence  de  ce  principe  dans  l’équilibre  des  machines 
simples  , et  enfin  nous  en  donnerons  la  démonstration 
générale. 

Concevons  un  système  quelconque  , et  représentons- 
nous  la  série  infinie  des  figures  que  ce  système  peut  af- 
fecter successivement  sans  violer  les  conditions  de  la 
liaison  des  points  matériels.  Ce  système  étant  considéré 
dans  une  position  déterminée,  admettons  que  l’on  ait 
appliqué  des  forces  aux  divers  points,  et  que  l’on  demande 
les  conditions  nécessaires  pour  que  ces  forces  se  fassent 
mutuellement  équilibre.  On  répondra  à cette  question 
de  la  manière  suivante. 

Supposons  que  l’on  fisse  subir  au  système  un  lé- 
ger changement  de  figure , compatible  avec  le  mode 
de  liaisons  qui  constitue  ce  système , et  par  l’effet 
duquel  les  points  d’application  des  forces  aient  décrit 
des  espaces  infiniment  petits.  Supposons  de  plus  que  les 
espaces  décrits  de  cette  manière  par  chaque  point  d’ap- 
plication aient  été  projetés  sur  les  directions  des  forces 
appliquées  à ce  point,  et  désignons  par  Sjj  l’espace  infi- 
niment petit  décrit  par  le  point  d’application  de  la  force 
P estimé  dans  le  sens  de  la  direction  de  cette  force. 
Le  produit  P .Sp  de  la  force  P par  l’espace  vp  décrit  par 
le  point  d’application  de  celte  force  dans  le  sens  de  sa 
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direction  est  ce  que  Ton  nomme  le  moment  virtuel  de  la 
force  P : cette  quantité  est  regardée  comme  positive 
lorsque  l’espace  Sp  est  décrit  dans  le  sens  de  l’action  de 
la  force  , et  comme  négative  dans  le  cas  contraire.  Or 
les  forces  appliquées  au  système  seront  telles  qu’il  y aura 
équilibre  si , prenant  la  somme  des  moments  virtuels  de 
toutes  ces  forces , on  trouve  pour  cette  somme  une  valeur 
nulle , en  sorte  que  la  seule  équation 

S.P.<5p=0 

exprime,  dans  tous  les  cas,  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  l’équilibre  du  système. 

232.  11  est  aisé  de  reconnaître  l'exactitude  de  cette 
proposition  dans  le  cas  des  machines  simples.  Dans  le 
levier,  la  nature  du  système  consiste  en  ce  que  les  points 
d’application  m,m'  (fig.  28)  des  deux  forces  forment  avec 
le  point  fixe  A un  triangle  dont  la  figure  est  invariable, 
et  qui  peut  tourner  librement  autour  de  ce  point  sans 
sortir  du  même  plan  qui  con  lient  aussi  les  directions  des 
forces  P,P\  On  peut  toujours  supposer  les  côtés  Am,  Am' 
perpendiculaires  sur  ces  directions.  Soit  Su  un  angle 
infiniment  petit  décrit  par  le  triangle  autour  du  point  A 
dans  le  sens  de  l’action  de  la  force  P.  On  aura  ici 

Sp—Am.Su^  fipzzz — Am.' .Su. 

L’équation  précédente  devient  donc 

V.Am.Su — P.Ant’.3«=0  ou  P.Am=P'.An»’. 

La  même  remarque  s’applique  évidemment  au  treuil  ou 
au  cabestan. 

£33.  Considérons  deux  poids  P, P'  (fig.  29)  attachés 
aux  extrémités  d’un  fil  passant  sur  la  poulie  fixe  A , et 
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dont  le  dernier  est  en  partie  supporté  par  le  plan  incliné  ' 
AC.  Lanature  du  système  consiste  ici  en  ce  que  le  poids  P 
ne  peut  se  mouvoir  que  verticalement,  le  poids  P'  ne 
peut  se  mouvoir  que  parallèlement  à AC,  et  la  longueur 
du  fil  doit  être  invariable.  Or  si  l’on  imprime  au  système 
des  deux  poids  un  mouvement  par  lequel  P descende 
verticalement  de  5p,  P'  s’élèvera  verticalement  de 
AB 

Sp.jfi.  La  condition  de  l’équilibre  est  donc 

P.^-P^AB  P AB 


J 


AC 


=0  ou  — = — — 


P'  “ AC’ 


234.  Soit  une  vis  verticale  au  moyen  de  laquelle  un 
poids  Q suspendu  à l’écrou  mobile  est  maintenu  en  équi- 
libre par  une  force  horizontale  appliquée  tangentiel- 
lement  à la  circonférence  d’un  cercle  lié  à cet  écrou. 
Désignons  par  h le  pas  de  la  vis  , et  par  r le  rayon  du 
cercle.  Si  la  vis  tourne  de  la  quantité  angulaire  Su,  le 
point  d’application  de  P décrira  dans  le  sens  de  cette 
force  l’espace  r.du,  elle  poids  Q s’élèvera  de  la  quan- 
, h. Su 


tité— — , 7t  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
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diamètre.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  donc 
pour  la  loi  de  l’équilibre  : 


T,  * _ A. Su 

P.rou — O. =o 

2ir 
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235.  Les  conditions  de  l’équilibre  dans  le  coin  nedif-' 
fèrent  pas  des  conditions  de  l’équilibre  de  trois  forces 
dirigées  dans  un  même  plan  et  appliquées  à un  seul 
point  matériel.  Cette  question  a été  traitée  dans  les  n"  28 
et  suivants. 
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23G.  Quel  que  soit  le  système  que  l’on  considère,  oh 
reconnaîtra  facilement,  comme  on  l’a  fait  dans  les  nu- 
méros précédents,  que  les  conditions  de  l'équilibre 
déduites  des  principes  ordinaires  ne  diflèrent  point  de 
celles  qui  résultent  de  l’application  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles.  Mais  indépendamment  de  ces  vérifica- 
tions particulières,  on  peut  démontrer  en  général  , 
sans  spécifier  aucunement  la  nature  du  système  , qu’en 
égalant  à zéro  la  somme  des  moments  virtuels  des  forces, 
on  exprime  complètement  dans  tous  les  cas  les  conditions 
. de  l’équilibre. 

Considérons  un  système  quelconque  , et  les  forces  qui 
lui  sont  appliquées.  Chaque  force  peut  toujours  être 
remplacée  par  un  poids  attaché  à un  fil  parfaitement 
llexible,  passant  sur  une  ou  plusieurs  poulies.de  renvoi , 
et  dont  l’extrémité  serait  liée  au  point  d’application  de 
la  force.  Cela  posé , concevons  un  levier  ayant  la  liberté 
de  tourner  dans  un  plan  vertical  autour  d’un  axe  hori- 
zontal fixe  , et  imaginons  que  le  poids  qui  représente  la 
force  quelconque  P (fig.  29)  appliquée  au  système  ait 
été  amené  dans  le  plan  du  levier;  la  distance  AM  étant 
tellement  déterminée  que  le  point  M du  levier  décrive 
autour  d’un  point  fixe  A , dans  un  certain  déplacement 
infiniment  petit  du  système,  l’espace  Sp  décrit  parle 
point  d’application  de  la  force  P dans  le  sens  de  l’action 
de  cette  force.  La  même  chose  ayant  été  faite  pour  toutes 
les  forces,  on  verra,  par  le  raisonnement  employé  n°  10, 
que , sans  altérer  les  conditions  de  l’équilibre  du  sys- 
tème , on  peut  supposer  le  levier  lié  ou  non  d’une 
manière  invariable  aux  cordons  qui  soutiennent  les 
poids  P,  et  que  ces  poids  ne  peuvent  sc  faire  équilibre 
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sur  le  système  seul , sans  se  faire  également  équilibre 
sur  le  levier  seul.  Mais  l'équilibre  du  levier  exige  que  la 
somme  des  produits  P. AM  soit  nulle  , et  l’on  peut  sub- 
stituer aux  rayons  AM  les  arcs  infiniment  petits  décrits 
simultanément  par  les  points  M,  qui  sont  proportionnels 
à ces  rayons.  Donc  on  doit  avoir,  si  l’équilibre  existe  , 
S.P.Jp=0  pour  un  déplacement  quelconque  infiniment 
petit  des  parties  du  système , et  cette  condition  assure 
effectivement  dans  un  système  quelconque . aussi  bien 
que  dans  un  levier,  l’existence  de  l’équilibre. 

237.  Nous  citerons  encore  la  démonstration  suivante , 
quia  été  donnée  par  Lagrange.  Soient  m,  ni',  m",  etc. 
(fig.  30),  les  points  du  système  auxquels  les  forces  P, 
P',P",...  sont  appliquées.  On  peut  toujours,  au  moyen 
de  plusieurs  moufles  mobiles  A, A', A'’,  etc.,  et  fixes  B, 
B', B",  etc.,  placées  dans  les  directions  de  ces  forces,  et 
embrassées  par  un  seul  fil,  remplacer  toutes  leurs  actions 
par  celle  d’un  poids  unique  R attaché  à l’extrémité  de  ce 
fil.  Et  si  l’on  suppose  le  poids  R égal  à l’unité,  les 
quantités  P, P', F',  etc.,  seront  respectivement  égales  au 
nombre  de  cordons  parallèles  par  lesquels  les  moufles 
mobiles  attachées  aux  points  ,...  sont  respec- 

tivement sollicitées.  Cela  posé,  supposons  le  système  en 
équilibre , et  par  conséquent  le  poids  R immobilè. 
Imaginons  ensuite  que  l’on  fasse  subir  au  système  un 
déplacement  très-petit,  et  soient  àpjp'^p",  etc.,  les  es- 
paces parcourus  en  vertu  de  ce  déplacement  par  les 
points  m,  m',  m",  etc.,  suivant  les  directions  des  forces 
qui  les  sollicitent.  L’espace  parcouru  par  le  poids  R 
sera  évidemment 

P5p-fP'JA»'-fFV'-f  etc. 
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Or  on  peut  affirmer  que  si  le  système  est  en  équilibre 
dans  sa  position  actuelle,  cette  quantité  sera  nulle.  En 
ellèt , elle  ne  peut  pas  être  positive  , car  si  le  poids  R 
devait  descendre  par  suite  du  déplacement  supposé, 
comme  sa  tendance  à descendre  subsiste  toujours , il  ne 
se  tiendrait  pas  immobile  comme  on  le  suppose.  La 
quantité  dont  il  s’agit  ne  peut  pas  être  non  plus  néga- 
tive ; car  lorsqu’un  déplacement  est  possible  dans  un 
système,  un  déplacement  pareil , mais  en  sens  contraire, 
l’est  également;  et  si  la  quantité 

Po>+  P'-J>'4-P"«^"+etc. 

était  négative  pour  l’un , elle  serait  positive  pour  l’autre. 
Donc  quand  l’équilibre  subsiste,  cette  quantité  est  né- 
cessairement nulle.  De  plus,  si  elleest  nulle,  et  par  consé- 
quent si  le  poids  R demeure  immobile , quel  que  soit  le 
déplacement  très-petit  que  l’on  fasse  subir  au  système  , 
il  y aura  nécessairement  équilibre  , puisque  les  points 
m,  m',  m",  etc.,  n’auront  pas  plus  de  tendance  à se 
mouvoir  dans  un  sens  quelconque  que  dans  le  sens 
opposé. 

Démonstration  générale  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 

238.  Les  notions  qui  viennent  d’être  exposées  ne 
peuvent  laisser  aucun  doute  sur  la  généralité  du  prin- 
cipe dont  il  s’agit,  principe  dont  on  déduira  toujours 
dans  chaque  cas  particulier  les  conditions  de  l’équilibre. 
Mais  à raison  de  l’importance  de  cette  proposition  il 
convient  de  la  considérer  encore  sous  un  autre  point 
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de  vue  , plus  propre  à en  faire  reconnaître  la  nature  et 
concevoir  le  véritable  sens. 

Soit  un  système  quelconque  défini  conformément  à ce 
qui  a été  dit  n°  230,  et  désignons  généralement  par 
mt , tn, , m3,  etc.,  les  divers  points  de  ce  système.  P,  re- 
présentera l’une  quelconque  des  forces  appliquées  au 
point  /»  , et p,  la  distance  que  celte  force  tend  à aug- 
menter; Pt  représentera  l’une  quelconque  des  forces  ap- 
pliquées au  point  mJ(  et  p , la  distance  que  cette  force 
tend  à augmenter  ; et  ainsi  des  autres.  Nous  supposerons 
d’abord  le  système  entièrement  libre  de  se  déplacer 
d’une  manière  quelconque  dans  l’espace. 

Il  s’agit  d’exprimer  les  conditions  de  l’équilibre  des 
forces  P,,  P,,  P3,  etc.  Or,  quel  que  puisse  être  le  mode 
de  liaison  des  points  du  système,  les  actions  des  forces 
P„  P„  P„  etc.,  ne  peuvent  se  détruire  réciproquement , 
sans  qu’il  s’établisse  certains  efforts  de  compression 
ou  d’extension  dans  les  directions  des  verges  ou  fils 
qui  unissent  les  points  du  système,  et  qui  s'opposent 
a la  variation  des  distances  d’une  partie  de  ces  points 
considérés  deux  à deux.  Tous  les  liens  existants  dans 
le  système  peuvent  être  ainsi  sollicités , ou  il  peut  se 
faire  qu’une  partie  seulement  de  ces  liens  soit  contrac- 
tée ou  tendue.  Nous  appelons  ces  efforts  forces  inté- 
rieures , en  les  distinguant  des  forces  P,,P„  P„  etc., 
qui  sont  appliquées  extérieurement  au  système.  Nous 
désignerons  par  F,  l’un  quelconque  des  efforts  intérieurs 
qui  s’exercent  entre  le  point  mt  et  un  autre  point  du 
système  , et  par_/[  la  distance  que  cel  effort  tend  à aug- 
menter, distance  qui  est  prise  sur  la  direction  de  la  li- 
gne qui  joint  les  deux  points.  Nous  désignerons  égale- 


ment  par  F,  l’un  quelconque  des  efforts  intérieurs  qui 
s’exercent  entre  le  point  m]  et  un  autre  poiot  du  système, 
et  par,/j  la  distance  prise  sur  la  ligne  de  jonction  de  ces 
deux  points  que  la  force  F,  tend  à augmenter,  etc. 

Cela  posé , l’équilibre  général  du  système  ne  peut 
subsister  à moinsque  chacun  des  points/»,,  m,,  m,,  etc., 
ne  soit  séparément  en  équilibre  sous  l’action  des  forces 
extérieures  et  des  efforts  intérieurs  qui  lui  sont  appli- 
qués. L’existence  de  cet  équilibre  exige  donc,  d’a- 
près ce  qu'on  a vu  n°  30,  que  l’on  ait  séparément  les 
équations 

0=S . P, . . F,  Sft , 

o=s.p,.<î/vfs.F,-*/;, 
0=S.P,.^,+S.F,.5/„ 
etc.  : 


qui  seront  en  même  nombre  que  les  points  matériels  du 
système , et  dans  lesquelles  les  valeurs  des  variations 
3pt , o p, , 3p)f  etc.,  et  Sfi%  Sf„  o/j , etc.,  peuvent  résulter 
d’un  déplacement  quelconque  attribué  à chacun  de  ces 
points. 


239.  Mais  comme  les  points  mt,  etc,,  sont 

supposés  ici  former  un  système , ils  ne  peuvent  se  dé- 
placer que  d’une  manière  conforme  à la  nature  des  liai- 
sons établies  entre  ces  points  et  qui  constituent  le  sys- 
tème, ce  qui  restreint  la  généralité  des  valeurs  qui  peu- 
vent être  attribuées  dans  les  équaLions  précédentes  aux 
variables  3pt,  Spt,  3p)t  etc.,  et  Sfl}  3J„  o/j , etc.  Cette  res- 
triction nécessaire  ayant  lieu,  on  peut  affirmer  que 
quel  cjue  soit  le  changement  de  figure  infiuiment  petit 
subi  par  le  système , si  l’on  vient  à ajouter  toutes  les 
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équations  du  numéro  précédent , les  moments  virtuels 
dus  aux  forces  intérieures  se  détruiront  toujours  réci- 
proquement et  disparaîtront  entièrement  du  résultat , 
en  sorte  que  l’on  aura  l’équation 

0=S.P,.£//1+S.P,.^,-pS.PJ.<Sp1-j-et.c. , y' 

ou  simplement 

0 = S.P.<îp. 


PJp  représente  ici  généralement  le  moment  virtuel  de 
l’une  quelconque  des  forces  appliquées  extérieurement 
au  système  ; c’est-à-dire  le  produit  de  la  force  par  l’es- 
pace infiniment  petit  parcouru  par  son  point  d'applica- 
tion dans  le  sens  de  sa  direction , lorsqu'on  fait  subir 
au  système  un  changement  de  figure  quelconque  sans 
violer  les  conditions  de  la  liaison  des  points  matériels. 

Pour  reconnaître  la  vérité  de  cette  pToposition, 
considérons  deux  quelconques  des  points  matériels 
m, , m,t  et  admettons  qu’il  existe  entre  ces  points 
une  tige  rigide  qui  empêche  leur  distance  de  subir 
aucune  variation.  Si  l’équilibre  des  forces  extérieures 
P,,  P„  P3,  etc.,  exige  qu’il  s’établisse  un  effort  dans  le 
sens  de  laligne  m„  m„  cet  effort  donnera  lieu  à compren- 
dre dans  l’équation  relative  au  point  m„  une  force  Fi  qui 
sera  dirigée  suivant//»,  m,  dans  un  certain  sens.  Il  faudra 
de  plus  comprendre  dans  l’équation  relative  au  point 
rn,  une  force  F,  égale  à Ft , dirigée  suivant  la  même  ligne 
w,  m,  dans  le  sens  opposé.  Or  on  voit  facilement  que., 
quels  que  puissent  être  les  déplacements  des  points 
m,  et  mt  quand  on  fera  subir  au  système  un  changement 
de  figure  infiniment  petit,  les  conditions  de  la  liaison 
exigeant  que  la  distance  m,  m,  ne  varie  pas, les  moments 
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virtuels  des  deux  forces  F,  et  seront  nécessairement 
égaux  et  de  signes  contraires  (en  négligeant  une  quan- 
tité infiniment  petite  du  second  ordre).  Donc  ces  mo- 
ments se  détruiront  réciproquement  lorsqu'on  ajoutera 
les  équations  du  n°  238.  La  même  remarque  peut  s’ap- 
pliquer à tous  les  ellorts  intérieurs  qui  s’établissent  dans 
les  parties  du  système , eflorts  qui  donnent  toujours  lieu 
à deux  .actions  égales  et  contraires.  Ainsi  l’on  est  assuré 
que  l’existence  de  l’équilibre  dans  un  système  quelconque 
entièrement  libre  exige  nécessairement  l’existence  de 
l’équation  S.P.Jp=0. 

240.  Il  est  facile  de  reconnaître  d’ailleurs  que  si  le 
système  n’est  pas  entièrement  libre,  c’est-à-dire  si  quel- 
ques-uns des  points  sont  fixes , ou  assujettis  à se  mou- 
voir sur  des  surfaces  courbes  ou  des  lignes  courbes  don- 
nées, cette  même  équation  doit  encore  subsister  dans 
le  cas  de  l’équilibre.  En  ellèt,  on  peut  toujours,  sans 
altérer  l’équilibre , supprimer  les  obstacles  par  lesquels 
les  points  sont  retenus,  pourvu  qu’on  les  remplace  par 
des  forces  extérieures  égales  aux  eflorts  que  ces  obsta- 
cles supportaient,  et  considérer  alors  le  système  comme 
libre.  Or  il  est  évident  que  pour  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  la  nature  du  système,  les  moments 
virluels  de  ces  forces  extérieures  par  lesquels  les  obsta- 
cles seront  remplacés  , seront  nécessairement  nuis  .puis- 
que les  points  matériels  ne  peuvent  se  déplacer  dans  le 
sens  de  ces  efforts.  Ainsi  l’équation  S P.tf/>=0  subsistera 
sans  qu’il  soit  nécessaire  d’y  introduire  les  efforts  dont 
il  s’agit. 

241.  II  est  démontré  par  ce  qui  précède  que  l’équilibre 
ne  peut  exister  dans  un  système  quelconque  sans  que 


l'équation  S. P. 3p—0  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  des 
variations  ^compatibles  avec  les  conditions  de  la  liaison 
des  points  d’application  des  forces  extérieures  P.  On  re- 
connaîtra de  plus  que  si  cette  équation  a lieu , les  forces 
P se  font  nécessairement  équilibre  sur  le  système.  En 
effet,  admettons  que  l’équation  S.  P.<îp=0  étant  vérifiée 
par  les  valeurs  des  forces  P,  l’équilibre  ne  subsiste  pas, 
en  sorte  que  le  système  soumis  à l’action  de  ces  forces 
subisse  un  changement  de  ligure  quelconque  que  nous 
supposerons  très-petit. On  pourrait  évidemmeutprévenir 
ce  changement  de  figure,  et  mettre  le  système  en  équi- 
libre, en  appliquant  à chacun  des  points  m„ma,mi,  etc., 
de  nouvelles  forces  Q , , Q, , Q, , etc. , dans  les  directions 
contraires  aux  espaces  Sq„  Sq,,  Sq,,  etc.,  que  les  points 
matériels  auront  parcourus.  Et  puisque  le  système  est 
actuellement  en  équilibre , on  aura 


S.P.ôjp-j-S.Q.^j=0 , 

qui  se  réduit  à 

S.P.fy=0, 

le  premier  terme  étant  nul  par  hypothèse.  Or,  comme 
les  forces  Q ont  été  appliquées  dans  un  sens  contraire  à 
celui  où  se  sont  mus  les  points  m pour  parcourir  les  es- 
paces Sq,  tous  les  moments  virtuels  Q.°q  sont  négatifs. 
Donc  on  ne  peut  satisfaire  à l’équation  S.Q.iîq=0  sans 
supposer  nulles  toutes  les  forces  Q„  Q„  Q„  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  énoncée. 
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Usage  du  principe  des  vitesses  virtuelles  pour  la 
recherche  des  conditions  d’cquilibre  d’un  système  de 
forces. 

242.  Les  points  du  système  étant  rapportés  à des 
coordonnées  rectangulaires,  soient  x„  y,,  zt  les  coordon- 
nées du  pointm,.  Désignons  également  par  x,,y„z,  les 
coordonnées  du  pointm,,  et  ainsi  des  autres.  La  com- 
position du  système,  ou  les  conditions  de  la  liaison  des 
points  d’application  des  forces , seront  exprimées  par 
certaines  équations  subsistantes  entre  les  coordonnées 
des  points  m„  m,,  m3,  etc.  Par  exemple,  si  la  distance  des 
deux  points  m, , m,  devait  conserver  toujours  une  valeur 
constante  f on  aurait  l’équation 

f—  V (x  —x,?+{y—r  ,)*+(*> — z,)a=o. 

Si  le  point  ni,  était  assujetti  à se  mouvoirsur  une  surface 
fixe  donnée , ses  coordonnées  x„  y,,  z,  devraient  satis- 
faire constamment  à l’équation  de  cette  surface  ; et  si  le 
même  point  devait  se  mouvoirsur  une  ligne  fixe  donnée, 
elles  devraient  sa tisfaireconslamment  aux  deux  équations 
qui  déterminent  cette  ligne. 

En  général  les  coordonnées  x,yyz,\ x1%y„s„-  x,ynz„  etc. , 
des  points  m,  ,m,,m„etc.,  doivent  être  regardées  comme 
étant  assujetties  à satisfaire  constamment  à plusieurs 
équations  de  condition 

L=0,  M=0,  N=0,  etc., 

qui  expriment  la  nature  des  liaisons  établies  entre  les 
points  qui  constituent  le  système,  et  dans  lesquelles 
L , M , N , etc.,  peuvent  représenter  des  fonctions  quel- 
conques de  ces  coordonnées.  Il  faut  remarquer  toutefois 


que  le  nombre  des  équations  dont  il  s’agit,  distinctes  les 
unes  des  autres  , doit  être  moindre  que  le  triple  du  nom- 
bre des  points  m,,  m, , m, , etc.  ; car  s’il  lui  était  seu- 
lement égal,  toutes  les  coordonnées  étant  déterminées, 
les  points  du  système  seraient  fixes  dans  l’espace. 

2ü3.  Cela  posé , chaque  force  P appliquée  au  système  . 
peut  être  remplacée  par  scs  trois  composantes  X, Y,  Z 
parallèles  aux  axes  des  x,  des  y et  des  z.  L’équation 
donnée  parle  principe  des  vitesses  virtuelles,  et  expri- 
mant l’égalité  à zéro  delà  somme  des  moments  virtuels 
de  toutes  les  forces  appliquées  au  système,  sera  donc 

S.X.*x+S.Y.^+S.Z.$s=0;  (A) 

c’est-à-dire 

X,5'xt-|-Yt^1-j-Zi5zr-f-X,Jx,+Y,^-j-  etc . = 0 . 

Dans  cette  équation,  les  variations  Sx,  Sj,  Sz  des  coor- 
données de  chaque  point  du  système  ne  peuvent  prendre 
que  des  valeurs  conformes  au  mode  de  liaison  de  ces 
points.  Donc  elles  sont  assujetties  à satisfaire  aux  équa- 
tions que  l’on  obtiendra  en  différentiant  les  équations 
de  conditionL  = 0,  M = 0,  N=0,  etc.,  par  rapport  aux 
coordonnées  xt,yt,  zt  ; xt,j\,  zt\  x„j-,,  z, , etc.;  et  mar- 
quant les  différentielles  par  le  signet.  Ainsi  posant  de 
plus  les  équations 

<îL=0,  aM=0,  rîN=0,  etc (B) 

cest-à-dire 


dL  „ , dL  . , dL  . dL  „ , dL 

d7t  **'+  + d7t  Sz^dZ*xà-  d?î&>+  etc*  =°  » 

, .dm,  . , dm  t , 


V 


on  devra  les  réunir  à l’équation  (A)  pour  éliminer  autant 
des  variations  3xt,  Syt , Szt-,  Sx ,,  Sy3,  Szt  ; Sx3,  etc.,  que  le 
nombre  des  équations  de  condition  le  permettra.  Les  va- 
riations restantes  après  cette  élimination  demeurant 
entièrement  indéterminées , on  devra  égaler  séparément 
à zéro  chacun  de  leurs  coefficients.  Les  équations  obte- 
nues de  cette  manière  exprimeront  toujours  les  condi- 
tions auxquelles  doivent  satisfaire  les  forces 

X„yt,Z,;  X,,Y„Z„  X3,  etc., 

pour  qu’elles  se  fassent  mutuellement  équilibre  sur  le 
système. 

244.  Nousremarquerons maintenant  que  ces  équations 
Gnales  peuvent  être  obtenues  soit  par  les  procédés  ordi- 
naires en  prenant  dans  les  équations  (B)  les  valeurs  de 
celles  des  variations 

Sx„Sy„Sz, ; Sx,,  etc., 

que  l’on  veut  éliminer,  et  substituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  (A)  ; soit  par  un  autre  procédé  appelé  méthode 
des  multiplicateurs,  qui  consiste  à multiplier  chacune 
des  équations  (B)  par  un  facteur  constant  indéterminé  , 
à les  ajouter  à l'équation  (A),  et  à considérer  ensuite 
cette  équation  comine  la  seule  à laquelle  il  s’agisse  de 
satisfaire.  En  désignant  par  etc.,  les  facteurs 

dont  il  s’agit,  on  formera  donc  ainsi  l’équation 

S.X.to+S.Y.^+S.Z.a'z+X.JL+f/.-îM+v.i'N+etc^O...  (C) 
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Égalant  séparément  à zéro  le  coefficient  de  chacune 
des  variations  SxtiSy,,8z,i  o-r,,  3z, , etc.,  on  aura  un 

nombre  d’équations  égal  au  nombre  des  coordonnées 
des  points  du  système.  Si  l’on  élimine  ensuite  entre 
ces  équations  les  coefficients  indéterminés  >,«,»,  etc., 
les  équations  finales  ainsi  obtenues  ne  différeront  point 
de  celles  que  l’on  aurait  trouvées  par  la  méthode  ordi- 
naire de  l’élimination,  comme  il  est  facile  de  s’en  assurer. 
On  remarquera  d’ailleurs  que  ces  équations  finales  réu- 
nies aux  équations  de  condition 

L=0,M=0,N=0,  etc., 

.. 

son  t en  nombre  égal  au  nombre  des  coordonnées  des  poi  n ts 
du  système , en  sorte  que  la  figure  du  système  est  entiè- 
rement déterminée  lorsque  les  forces  X,  Y,  Z sont  don- 
nées , et  réciproquement. 

2i5.  La  remarque  précédente  donne  lieu  à en  faire 
une  autre  plus  importante.  Poser  l’équation  (C)  et  égaler 
séparément  à zéro  les  termes  contenant  chacune  des 
variations 

î etc., 

c’est  faire  ce  qui  devrait  être  fait  si  chaque  pointdusys- 
tème  était  entièrement  libre  ; et  si , outre  les  forces  dési- 
gnées par 

X.XA:  X„Y„Z,;X„etc., 

on  eut  appliqué  encore  à chaque  point  d’autres  forces 
dont  les  moments  virtuels  seraient  représentés  par  les 
termes  qui  résultent  de  l’introduction  des  quantités 
VJL,  f»^M,v«îN  ,etc.,  dans  cette  équation.  Pour  fixer  les 
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idées,  supposons  que  dans  l’équation  L = 0 il  n'entre 
que  les  coordonnées  xt,  yt,  z , du  point  m,.  Le  terme  )..5L 
de  l’équation  (C)  reviendra  à > 

- ^ » i » ^1'  , i , . 

. 

Donc  ce  terme  représente  véritablement  la  somme  des 
moments  virtuels  de  trois  forces 


dL  dL  dit 
x dx,  ’ X X A ’ 


appliquées  au  point  m, , et  dirigées  respectivement  dans 
le  sens  des  x , des  y et  des  z.  Supposons  que  la  fonction 
L contienne  encore  les  coordonnées  x,  ,y,,  z,  du  point 
m% , le  terme  i.iîL  de  l’équation  (C)  présentera  de  plus 
la  quantité 

dL  dL  dL 

ldï/SxÆ,  dï:*yÆX  n,  -Sz'  » 

c’est-à-dire  la  somme  des  moments  virtuels  de  trois 
forces 

X dx,  ’ A dy,  ’ X dz,  ’ 

supposées  appliquées  au  point  /»  , et  dirigées  respecti- 
vement dans  le  sens  des  a;,  des^et  des  z.  Et  ainsi  des 
autres. 

Nous  ajouterons  que  les  forces 

dL  dL  dL 

'iü:  x*,’ 

appliquées  au  point  m,  et  dirigées  parallèlement  au* 


rf 
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x,  :iux  y et  aux  z,  peuvent  être  regardées  comme 
les  trois  composantes  d’une  force  unique  dont  la  valeur 
est 

V(t)V§) M0,  i| 

force  qui  serait  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  à la 
surface  que  représente  l’équation  L=0 , lorsqu’on  y re- 
garde les  coordonnées  x^y„  z , comme  seules  variables. 
De  même  les  forces 

d.L  dL  dL 

* dxj  A dy,’  dz , ’ pi 

appliquées  au  point  m„  peuvent  étreregardées comme  les 
trois  composantes  d’une  force  unique  dont  la  valeur  est 


B 


et  qui  serait  dirigée  dans  le  sens  de  la  normale  à la 
surface  que  représente  l’équation  L=0  lorsqu’on  y re- 
garde les  coordonnées  x,,/,,  zt  comme  seules  variables. 
Et  ainsi  des  autres.  Les  forces  dont  il  s’agit  représen- 
tent évidemment  les  résistances  qu’opposent  les  parties 
du  système  aux  efforts  qui  tendent  à déplacer  les  points 
ou  à changer  leurs  distances  actuelles.  Et  c’est  par  cette 
raison  qu’il  est  permis  déconsidérer  chaque  point  du 
système  comme  entièrement  libre,  lorsque  l'on  tient 
compte  de  ces  mêmes  forces. 

On  voit  parce  qui  précède  que  toute  équation  L=0, 
entre  les  coordonnées  des  points  du  système,  exprime 

;-$**  ’y  * -f  - w.  " XW-:.  - 

V 'T  v ’ «itS 

< V.  • ' * . < 

. L ’’  * * ■ M 


F 
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l'existence  de  liens  établis  entre  ces  points,  et  con- 
courent à l’équilibre  du  système  comme  le  feraient 
les  forces 

dL  dL  dh 

* dx,  ’ * dy,  ’ dz,  ' 

appliquées  au  point  m,  parallèlement  aux  axes  ; les 
forces 

dL  dL  dL 

1 dx,  ’ * dy,  ' 1 dz,' 

appliquées  au  point  m,  : et  ainsi  de  suite.  Le  coefficient  > 
reste  indéterminé.  Une  autre  équation  de  condition 
ÎVI  = 0,  entre  les  mêmes  coordonnées,  équivaut  de  même 
aux  forces 

dm  dm  dm 

^ 

appliquées  au  point  m, , et  aux  forces 


* dy. 


appliquées  au  point  m,,  etc.  Le  coefficient  p reste  éga- 
lement indéterminé.  Il  en  est  de  même  à l’égard  des 
autres  équations  de  condition. 

246.  On  voit  en  outre  que  la  méthode  indiquée  n°  244 
conduit  à déterminer  les  conditions  de  l’équilibre  d’une 
manière  tout  à fait  indépendante  des  valeurs  que  pour- 
raientprendre les  indéterminées  X,p,v,  etc.  Maiscette  mé- 
thode donne  aussi  le  moyen  de  trouver  les  valeurs  de  ces 
quantités , ce  qui  fait  connaître  les  efforts  supportés  par 

15 


cwi 
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4 

les  parties  du  système.  En  effet , l’équation  (C)  donne  au- 
tant d’équations  distinctes  qu’il  y a de  coordonnées  des 
points  du  système  ; et  si  l’on  réunit  à ces  équations  les 
équations  de  condition  L=0,  M=0,  N=0,  etc. , qui  sont 
en  même  nombre  que  les  indéterminées  etc. , on  a 
toujours  autant  d’équations  qu’il  est  nécessaire  pour 
déterminer  les  coordonnées  de  tous  les  points  et  les 
quantités  etc.,  quand  les  forces  sont  données  ; ou 
pour  déterminer  les  forces  appliquées  à tous  les  points 
dans  le  sens  de  chaque  axe,  et  les  quantités*,  ft,  »,  etc., 
quand  la  figure  du  système  est  donnée. 

247.  Il  peut  arriver  que  les  équations  L==0,  M=0, 
N=0,  etc.,  ne  donnent  que  d’une  manière  imparfaite 
ou  incomplète  la  constitution  du  système.  Par  exemple, 
si  l’on  veut  exprimer  par  une  de  ces  équations  que  le 
point  m est  assujetti  à demeurer  sur  une  surface  fixe 
donnée  , cette  équation  indiquera  que  le  point  ne  peut 
se  mouvoir  suivant  la  direction  de  la  normale  à la  sur- 
face, ni  dans  un  sens,  ni  dans  l’autre,  et  qu’il  peut 
seulement  se  déplacer  suivant  une  ligne  quelconque 
dirigée  dans  le  plan  tangent  ; et  cependant  il  est  possible 
que  le  point  ait  la  liberté  de  se  mouvoir  en  tous  cens  , 
extérieurement  au  coips  terminé  par  la  surface.  De 
même,  une  équation , exprimant  que  la  distance  de  deux 
points  est  invariable,  conviendra  au  cas  où  ces  points 
sont  réunis  par  une  verge  inflexible  et  inextensible;  mais 
s’ils  sont  réunis  par  un  fil,  l’équation  n’indiquera  pas 
suffisamment  l’état  du  système,  car  la  présence  de  ce  fil 
prévient  seulement  les  déplacements  par  l’effet  desquels 
la  distance  des  deux  points  est  augmentée.  On  doit 
conclure  de  celte  observation  que  les  résultats  auxquels 
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on  se  trouve  conduit  par  1 application  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles  ne  suffisent  pas  toujours  pour  déterminer 
complètement  les  conditions  de  l’équilibre,  et  qu’il  faut 
encore  examiner,  d’après  les  signes  dont  les  valeurs 
des  quantités  etc.,  se  trouveront  affectées,  quel 
est  le  sens  des  efforts  supportés  par  les  liens  ou  par  les 
obstacles  fixes  qui  font  partie  du  système  , et  si  , d’a- 
près ce  sens , les  résistances  nécessaires  à l’équilibre  au- 
ront réellement  lieu. 

Exemples  de  l’application  du  principe  des  vitesses 
virtuelles. 

24-8.  On  a vu,  dans  l’article  II,  l’application  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  à la  recherche  des  conditions 
de  l’équilibre  de  plusieurs  fortes  appliquées  à un  seul 
point.  Considérons  maintenant  üh  système  de  points 
matériels  liés  entre  eux  d’üne  manière  invariable  et 
formant  un  corps  solide.  Pour  appliquer  ici  ce  principe, 
on  doit  déterminer,  dans  l’équation  générale  (A)  du 
n°  243 

S.Xte+S.Y^+S.Zj2=  0, 

les  variations  tfx,  Sy,  iz,  d’après  la  condition  que  dans 
un  déplacement  quelconque  subi  par  le  corps,  tous  les 
points  matériels  conservent  leurs  positions  respectives 
et  leurs  distances  mutuelles. 

Pour  parvenir  aux  équations  d’équilibre  , concevons 
les  points  du  corps  rapportés  à Un  nouveau  système  de 
coordonnées  rectangulaires  .r',y',z'  ; nous  aurons 
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x=.a-\-ax!  -j-  bÿ  -j-cr', 
j'  — e+a'x'  -j-  b'ÿ  -f-c'z', 
z=zy-i-a"x"+b/y+c"z", 

en  désignant  par  a, 6, y,  les  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine , et  faisant 

a = cos.xx’ , b—  cos.xÿ,  c=cos.xzf, 
af=  co&.yx1,  b'=co&.yy,  d=cos.yz\ 
a"=cos.zx>,  6"=cos.  zy,  c"=cos.zz' ; 

d'où  résultent  les  relations 

a’-j-a'*-|_a"»=l  f b'+W'+V'^zX,  c'+d'+d'*=i , 

ab+a!V+a"V'=0,  ac-f-aV+aV'=0,  6c+iV-fa"c"=0, 

qui  laissent  indéterminées  trois  des  quantités  a, b,c,  etc. 
Or  le  système  proposé  étant  un  corps  solide , si  l’on 
conçoit  que  les  axes  des  a/,y,z'  fassent  partie  de  ce 
système , ud  déplacement  quelconque  changera  la 
position  de  ces  axes , ainsi  que  les  coordonnées  x,y,z, 
mais  ne  changera  pas  les  coordonnées  x!,y,z'.  On 
peut  donc  différentier  les  équations  précédentes  en 
regardant  x! ,y,z'  comme  constantes , ce  qui  donnera  , 
en  marquant  les  différentielles  par  le  signe  S , 

&r=Æc-{-  x'Sa  -\~yàb  -f-  z'Sc , 

Sy  = &-\-  jd3a!+ ySb'+z'Sd , 

5z = -f  x/Sa"+y3b"+z'3d' . 

Supposons  maintenant  qu’avant  le  déplacement,  lés  axes 
des  a/, y', z'  coïncidaient  avec  les  axes  des  xy,z.  On 
aura  x =xf,y==y',  z=z';  et  par  conséquent  a=i,  b—0. 
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c=0  ; a'= 0,  b'—l , c'^O  ; a"= 0,  t/'~ 0,  c"= 1.  Ainsi 
nous  pouvons  écrire 

5x = 5a  -j-  Jr5a  -j-  zSc , 

5^=56  -f  x5a'-f.r56'-{-z5c', 

Sz  = 3y  +x8a"+y3b"+z3d', 

ou  bien , comme  les  équations  de  condition  étant  diflé- 
rentiées  se  réduisent,  à cause  des  valeurs  précédentes, 
à 5a  = 0 , 56'=  0,  3c"  ~ 0 ; 56-f-5a'=0;  8c  + 3a"—  0; 
5c'-f  56  "=0; 

Sx—Sa.-\-ySb  — z3a", 

Sy  =56 — xSb  -(-  z3c\ 

3z=3y-\-  xSa" — ySd  , 

où  les  quantités  5a"  ,56,5c'.,  sont  entièrement  arbi- 
traires. Nous  sommes  maîtres  d'ailleurs  d’écrire  au 
lieu  de  ces  expressions 

Sx  — 3a  -j -y  S-if — zSa , 

Sy  =56 — xSif+zSy , 

3z  = 57  -j-  xSa — y3<f  , 

en  désignant  par  5<p,  Sa  et  8if  trois  angles  quelconques 
infiniment  petits.  Il  reste  à distinguer  ce  que  représen- 
tent ces  angles , qui  se  trouvent  substitués  respective- 
ment à 3c', Sa"  et  Sb.  Or,  dans  l’hypothèse  de  la  coïnci- 
dence primitive  des  axes  des  x'j',z!  avec  les  axes  des 
xj-, z , 5c'  est  le  cosinus  de  l’angle  qui  s’établit  entre 
l’axe  des.y  et  l’axe  des  z ',  cosinus  dont  la  valeur  ne  dif- 
fère point  de  celle  de  l’angle  décrit  par  le  système  au- 
tour de  l’axe  des  x.  De  même  Sa  est  le  cosinus  de  l’angle 
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qui  s’établit  entre  l’axe  des  z et  celui  des  x',  dont  la  va- 
leur est  égale  à celle  de  l’angle  dont  le  système  tourne 
autour  de  l’axe  des  y.  Enfin,  8b  est  le  cosinus  de  l’angle 
qui  s’établit  entre  l’axe  dçs  x et  l’axe  des^',  dont  la  va- 
leur est  égale  à celle  de  l’angle  dont  le  système  a tourné 
autour  de  l’axe  des  z.  Donc  les  trois  angles  infiniment 
petits  expriment  respectivement  dans  les,  foi;-* 

mules  précédentes  les  déplacement  angulaires,  aptpur 
des  axes  des  x,  des  y et  des  z.  Ces  angles  sont  supposés 
positifs  lorsque,  considérant  l’angle  trièdre  formé  par  les 
parties  positives  des  axes , la  rotation  a lieu  de  x vers  z , 
de  z vers  y,  et  de  vers  x. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l’on  représentera  un 
déplacement  arbitraire  infiniment  petit  des  points  d’un 
corps  solide  en  admettant  que  tous  ces  point  se  sont 
transportés  des  quantités  8*,3s,8y,  dans  le  seps  des  trois 
axes  des  coordonnées  ; et  que  ces  mêmes  points  ont  décrit 
autour  des  trois  axes  les  angles  3<f,3<a,ty.  Les  valeurs  des 
quantités  $*,3G,  J7  et  sont  entièrement  arbitraires 

et  communes  à tous  les  points,  du  corps.  Les  formules 
précédentes  expriment  les  variations  que  subissent  les 
coordonnées  de  chaque  point  par  l’effet  de  ces  mouve- 
ments. 

Si  maintenant  on  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  Sx,3y,Sz,  dans  l’équation  donnée  par  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  qui  est  posée  au  commencement  dp 
ce  numéro  , on  aura 

+S . Z ($ykx5u—ySf)—0  ; 

d’où  l’on  conclut , à cause  de  l’indépendance  de  »,  P,  etc.  : 
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S.X=0,  S.(Xy— Yx)a=0, 

S.Y=t©',  S.(Ys  — Xy)—  0', 

S.Z=0,  S.(Zx— Xx)=0. 

Ces  dernières  équations  expriment  complètement  les 
conditions  de  F équilibre  du  corps  solide  , conformément 
à ce  qu’on  a vu  n°  54 . 

249.  Il  importe  d’observer  que  le  déplacement  d’un 
point  quelconque  d’un:  corps  solide  , représenté  par  les 
expressions 

3x=ySty — zSwt  \ 

Sy=zzS<f — X(fy, > (/»} 

Sz  =xÆ« — ySf,  ) 

et  résultant  de  trois  mouvements  de  rotation  exécutés 
autour  des  trois  axes  dès  x,  des  y et  des  z,  peut  tou- 
jours être  considéré  comme  étant  dû  à un  seul  mouve- 
ment de  rotation  qui  aurait  lieu  autour  d’une  certaine 
ligne  passant  par  l’origine  des  coordonnées.  En  effet , 
1°  si  l’on  pose  <tr=0,  */=0,  Sz—Ù , c’est-à-dire 

/tfy— -z&i=  O,  2&p — xJ>{>=0,  x&>-— ySf  =tO  , 
ou  bien 

x y z 


on  voit  que  les  coordonnées  qui  satisfontà  «es  équations 
appartiennent  à'  une  ligne  droite  passant  par  l’origine  et 
formant  avec  lès  axes  des  x,  des  y et  des  z des;  angles1 
dont  les  cosinus  sont  respectivement 

Æw 

v/  V îü’-{^  Su'-\-Sÿ 
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d’où  il  résulte  que  les  points  placés  sur  cette  ligne  droite 
que  nous  nommerons  taxe  de  rotation , sont  demeurés 
immobiles. 

On  reconnaît  que  tous  les  autres  points  du  corps 
ont  tourné  autour  de  l’axe  de  rotation  ; car  si  ce  mouve- 
ment a eu  lieu , l’arc  infiniment  petit  décrit  par  l’un 
quelconque  de  ces  points , dont  les  projections  sur  les 
axes  sont  ix,Sy,Sz , sera  perpendiculaire , 1°  à l’axe  de 
rotation,  ce  qui  est  exprimé  par  l’équation  : 

2°  à la  ligne  menée  de  ce  point  à l’origine  des  coordon- 
nées , ce  qui  est  exprimé  par  l’équation 

x.i  x-\-y.Sy  -f-  a.<Î2=0. 

Or  les  expressions  [m)  de  Sx,fy,Sz,  satisfont  effective- 
ment aux  deux  équations  précédentes. 

On  obtient  l’angle  S3  décrit  par  tous  les  points  du  corp 
autour  de  l’axe  de  rotation  en  observant  que  l’espace 

parcouru  par  un  point  quelconque  est  V3x7-j -ây’-j-iz*  , 
ou  en  mettant  pour  Sx,Sy,Sz,  les  valeurs  (m), 

1/  zJ*)1 . 

Or,  si  le  point  est  situé  dans  un  plan  perpendiculaire 
à l’axe  de  rotation  et  passant  par  l’origine  des  coor- 
données , le  second  terme  de  la  quantité  qui  est  sous 
le  radical  est  nul,  et  x’-f^’-f-z1  est  le  rayon  de  l’arc 
qui  a été  décrit.  Donc 
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Ainsi  les  mouvements  de  rotation  exécutés  autour  de 
divers  axes  se  composent  et  se  décomposent  suivant  les 
mêmes  lois  que  les  mouvements  rectilignes.  L’axe  de 
la  rotation  So  est  la  diagonale  du  parallélipipède  rec- 
tangle construit  sur  trois  lignes  proportionnelles  aux  ro- 
tations composantes  fy, &>,&{> , et  la  rotation  résultante 
39  est  elle-même  proportionnelle  à cette  diagonale. 

250.  Nous  considérerons  actuellement  l'équilibre  du 
polygone  funiculaire  qui  a été  le  sujet  des  n°*  213  et 
suivants.  En  conservant  les  notations  du  n°  213,  les 
équations  de  condition  sont  ici 

f0—V  (X,— Xo)’-f  (y,— y°)'Mz— *3\ 

f=V  (•*•—*.)’  -f  Cr  — y,)3  -H  %—*,)’ , 

/,=!/  (x, — ,—y  J’-j-  (*. — z,)’ , 

etc. 

/.=V^  (X.+I— x.),+0'»+t-^.)’+(*«+t— *»)’  • 

L’équation  (A)  du  n°  243  devient  : 

0= 

ToCos.a<,.ir0-t-P,cos.a,teI-j-P,cos.a,.Jj:,4-...-f-T.cos.a«.Jj:»+i 
-(-T0cos.60.iîj'D-4-P1cos.ël^,-|-P1cos.ei.5y,-j-...-(-T«cos.&„.Jy.4.i 
-f-T0cos.  c0 . Szo  -f-P.cos . f,3z,  -|-P,  cos  .y,  3z,  -f- . . .-f-T,  cos . c, . Sz,  + « . 

En  diüerentiant  les  équations  de  condition  précéden- 
tes et  marquant  les  différentielles  par  le  signe  3,  elles 
donneront 

Q _ (*.— yt)(ty-Sy0)+(z—  Z0)(Jz  — 3zo), 
0_  (3x,— 3x,)+(y y,)(jy 8y,)+(z  — z.) (3z,—3z,\ 

f 
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. _ — x,)  (^i — toJ-jrÇyj—j',)  [tyj — — zJ(^z»  — faj 


f. 


etc.. 


fT.+,—x.)  (fa,+ n—far,)4 <r»+  >-y»)  (*r»+  >— fo.)  +(z«-+i— 

» ./» 

Par  conséquent  si , conformément  à ce  qui  a été  dit 
n°  245-,  on  ajoute  ces  équations  au  second  membre  de 
l’équation  précédente,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  des  indéterminées  X0,X,,X, Xn  ; et  si 

l’on  égale  ensuite  séparément  à zéro  les  termes  qui  se 
trouveront  affectés  des  variations Sxu, Sy0, tfz„  ; 3xnSynSz,  ; 
Sx, , etc.,  on  obtiendra  les  équations  suivantes,  qui 
expriment  les  conditions  de  l’équilibre  : 


■ 0=T„cos.  — X, 
Pour  le  pointw»J  0=Tocos.è„ — X, 


x,  — x0 
fo  ’ 

y. — y o 

' fo  ’ 
f 0=Tocos.co — Xo  Z‘  ■—  . 

fo 

o , „ , X.—X. 

0 = X„ — (-  P.COS.  a,  — X,  


A 


f ’ 


Pour  le  point  ot,  < 0 =X0 


f. f^P,  cos.  6,— X,*- — , 

J o:  /» 


■ Z Z Z Z 

[Q=X0  ^ + P. cos.  7,t— X, 

, o=x,  1 » 


Pour  le  point  m,  0=X, 

0=X, 

etc., 


‘ f 

y*— y. 


f 

Z,  — Z, 

f 


+ P,  cos.  a,— x, 
+ P,cos.Ç— X, 
-f- P,  cos.  7,— X, 


f,  ’ 

yjr-y, 

f ’ 

V~z, 

f ’ 
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i0a^ÎSS=5 

J- » 

Pour  le  pointm.  1 

/*. 


'0=1„ 


s»+i  — 
/• 


+T«cos.a» 
-(-T,  cos.  6» 
-+-T«  cos.c. 


Ces  résultats  s'accordent  évidemment  avec  ceux  qui  ont 
été  donnés  dans  les  n°*  213  et  214.  Les  coefficients 
représentent,  conformément  à ce  qu’on  a 
vu  n°245,  les  tensions  supportées  par  les  divers  côtés 
du  polygone.  La  première  et  la  dernière  des  équations 
précédentes  indiquent  que  les  forces  appliquées  aux 
points  extrêmes  doivent  être  dirigées  dans  le  sens  des 
côtés  extrêmes  et  égales  à la  tension  de  ces  côtés.  Les 
autres  équations  indiquent  que  la  force  appliquée  à 
chaque  sommet  du  polygone  doit  être  égale  et  directe- 
ment opposée  aux  tensions  des  côtés  contigus. 

251.  Nous  emploierons  enfin  le,  principe  des  vitesses 
virtuelles  à la  recherche  des  équations  de  la  courbe  fu- 
niculaire dont  on  s’est  occupé  dans  les  n°*  218  et  sui- 
vants ; et  la  solution  de  cette  question  pourra  donner 
une  idée  de  la  manière  dont  la  méthode  des  variations 
s’applique  aux  problèmes  de  mécanique. 

En  conservant  ici  les  notations  du  n°  218,  l’équation 
qui  exprime  l’égalité  à zéro  de  la  somme  des  moments 
virtuels  de  toutes  les  forces  appliquées  au  fil  est  : 


0 = 

T0cos.ao.  £r0  -{-T0  cos.ô0.  ^0-f-T„cos.  c,  ,Szo 
-f-T„cos , T»  cos . b„ . Sy<,  -f-T»cos . c„ . Sz* 


+ 


■ I ds(pco$,a.ijc-\-pcos.G.Sy-{-pcos.y.3z). 
J s0 
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La  seule  condition  à laquelle  le  système  soit  assujetti 
consiste  en  ce  que  la  longueur  des  éléments  ds  du  fil 
est  invariable  , en  sorte  que  l'on  doit  poser  pour  chacun 
de  ses  éléments  l’équation 

ds  = const.  ou  S.ds  = 0. 

Pour  suivre  donc  la  règle  donnée  n°2fc&,  il  faudrait 
multiplier  chacune  de  ces  équations  par  une  indétermi- 
née , et  les  ajouter  toutes  au  second  memhre  de  l’équa- 
tion précédente.  Gela  revient  évidemment  à ajouter  à 

pu 

ce  second  membre  l’intégrale  \ \.ds , dans  laquelle \ est 

vSo  • 

regardée  comme  une  quantité  variable  avec  s , et  pou- 
vant prendre  une  valeur  indéterminée.  D’après  cela 
l’équation  exprimant  les  conditions  de  l’équilibre , et 
analogue  à l’équation  (C)  du  n°  2M,  sera  : 

0 = 

T„cos .a0.3xo  -f  T0cos.è0  .<îy0-f  T„cos.c.Jz 
4-T,cos.an,.te»-f-Ta,cos.^a,.^(,-|-Taicos.ca,.J2» 

P» 

■f  I ds(pcos.a.  Jx-f- pcos . 6 . . y . 5z)  -|-  I l.Sds 

J s0  JS, 

Cette  équation  doit  Subsister  quelles  que  puissent  être 
les  valeurs  attribuées  aux  variations  des  coordonnées 
des  divers  points  de  la  courbe.  Elle  est  tout  à fait 
semblable  aux  équations  auxquelles  on  est  conduit  pour 
la  solution  des  questions  de  maxima  ou  minima  des 
intégrales  définies,  et  peut  se  traiter  de  la  même 
manière.  On  remarquera  donc  que  la  relation 

ds  dx‘-\-dy'-\-dï> 

donne 
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dx . 3dx-\-dy . 3dy-\-dz . 3dz 

3ds= ; 

ds 

et  par  conséquent 

C\  Çs“  , , rdx  Sdx  dy  Sdy  dz  Sdz- 1 

Ji0  + * ds  + H d7_T 

En  changeant  l’ordre  des  signes  d et  3,  et  effectuant  les 
intégrations  par  parties  qui  doivent  faire  disparaître  les 
différentielles  des  variations,  cette  expression  se  trans- 
formera en 

+‘-[ë  ,x-+£:  >r'+7r. ,!'*] 

valeur  qui  doit  être  substituée  dans  l’équation  précé- 
dente. 

Si  l’on  fait  cette  substitution , et  si  l’on  égale  en- 
suite séparément  à zéro  les  termes  affectés  des  varia- 
tions des  coordonnées  qui  sont  entièrement  indépen- 
dantes, 1°  il  viendra,  pour  le  premier  et  le  dernier  point 
de  la  courbe , les  équations  déterminées  , 

dx 

0=Tocos.ao — X„  , 

0=T„cos. ù—\  , 

0 =T„COS.  C„ — i.  — — : 
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_ dx„ 

0=T(,cos,aa,-f-^«  > 

0=Tmcos.6»-|-}i1,  , 

dsot 

0=T„eos.c„  ; 

ata 


d’où  l’on  conclut  que  les  forces  appliquées  aüx  points 
extrêmes  doivent  être  dirigées  dans  le  sens  des  derniers 
éléments,  égales  et  Opposées  h la  tension  que  ces  élé- 
ments supportent,  tension  qui  est  représentée  dans 
toute  l’étendue  de  la  courbe  par  la  valeur  de  la  quan- 
tité À. 


2°  On  aura  pour  tous  les  points  de  la  courbe , en 
égalant  séparément  à zéro  les  termes  affectés  de  Sx,3y,3z 
qui  sont  restés  sous  le  signe  d’intégratiob,  les  équations 
indéfinies , 


P 

P 

P 


aOz)-0* 


Ces  dernières  équations  s’accordent  avec  celles  qui  ont 
été  données  n°  220-  En  les  intégrant  on  aura  des  équa- 
tions qui  s’accorderont  avec  celles  du  n°  218. 


Remarque  générale. 

252.  Pour  reconnaître  à quoi  tient  cette  analogie 
entre  les  méthodes  qui  s’appliquent  aux  questions  de 
maxima  et  minima  , et  celles  qui  sont  propres  à la  re- 
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cherche  des  conditions  de  1 équilibré  d'un  système  de 
forces  , on  remarquera  que  dans  l’équation 

S.P.ô/j=0  , ou  0 , 

qui  exprime  en  général  les  conditions  dont  il  s’agit,  on 
peut  dans  la  plupart  des  cas  naturels  regarder  le  pre- 
mier membre  comme  étant  la  variation  d’une  certaine 
fonction  n des  variables  p„p„pH  etc.,  en  sorte  qu’on  au- 
rait 

Æn=  Pt.ip,-f-P,.cÇp,-f.Ps.(5^3-f-  etc. 

L’équation  précédente  exprime  donc  la  condition  du 
maximum  de  la  fonction  ri.  Ainsi  l’on  ne  peut  résoudre 
une  question  d’équilibre  sans  résoudre  en  même  temps 
une  question  de  maximum  ouminimum.  Onconçoitd’ail- 
leurs  que  s’il  existe  certaines  conditions  auxquelles  les 
variations àp„àp,Jp, , etc.,  soient  assujetties , il  convien- 
dra d’y  avoir  égard.  La  manière  dont  cela  doit  se  faire 
a été  expliquée  dans  les  nM  512  et  suivants  des  Leçons 
d’analyse , et  on  voit  que  les  procédés  indiquésdans  ces 
numéros  sont  entièrement  conformes  à ceux  qui  ont 
été  exposés  ci-dessus. 

253.  Considérons  le  cas  particulier  où  toutes  les  for- 
ces appliquées  au  système  seraient  verticales  et  con- 
stantes , c’est-à-dire  le  cas  où  le  système  serait  formé 
d’un  assemblage  de  corps  pesants  liés  les  uns  aux  au- 
tres d’une  manière  quelconque  , sans  qu’aucune  force 
étrangère  leur  fût  appliquée.  Toutes  les  lignes p„p,,p3l 
sont  alors  parallèles;  P,,P„P, , etc.,  sont  constantes  ; 
et  par  conséquent, 

n=P,p,-f-P,p,4-P^,+  etc. 
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Les  lignes p„ p„p„  etc.,  peuvent  être  comptées  à partir 
de  points  fixes  quelconques  pris  dans  les  directions  des 
forces.  Si  l’on  suppose  ces  lignes  comptées  à partir  d’un 
même  plan  horizontal  quelconque,  la  quantité  précé- 
dente divisée  par  la  quantité  constan  te  ,P. , +P. . +P j,®tc., 
c’est-à-dire  la  fonction 

P,P.-fP.P.+P»P3+ctc- 
P,+P,-|-P  ,-H  etc  • ’ 

représentera  la  distance  du  centre  de  gravité  des  corps 
du  système  au  plan  horizontal  dont  il  s’agit.  Les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  le  système  soit  en  équilibre 
sont  donc  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  le  cen- 
tre de  gravité  des  corps  dont  ce  système  est  composé 
soit  placé  le  plus  haut  et  le  plus  bas  possible.  Nous 
exposerons  dans  la  suite  des  considérations  appartenant 
à la  dynamique,  qui  sont  nécessaires  pour  étendre  et 
pour  compléter  ces  notions. 

XVII.  Équation  générale  du  mouvement  d’un  système 

DE  POINTS  MATÉRIELS  SOLLICITÉS  PAR  DES  FORCES  QUEL- 
CONQUES.  PRINCIPE  DE  d’aLEMBERT. 

254.  Les  conditions  générales  du  mouvement  d’un 
point  matériel  soumis  à l’action  de  diverses  forces,  ont 
été  exposées  dans  l’article  VIII,  pour  le  cas  où  le  point 
matériel  était  entièrement  libre , et  dans  l’article  IX , 
pour  les  cas  où  ce  point  était  assujetti  à se  mouvoir  sur 
une  ligne  courbe  ou  sur  une  surface  courbe  donnée.  Il 
s’agit  présentement  d’établir  les  conditions  générales 
du  mouvement  d’un  système  de  points  matériels  assu- 
jettis entre  eux  d’une  manière  quelconque.  Nous  con- 
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devons  toujours  le  système  formé  de  la  manière  qui  a 
été  indiquée  dans  les  nw  229  et  230,  et  nous  le  suppo- 
sons sollicité  par  des  forces  dont  l’action  s’exerce  d’une 
manière  continue  comme  celle  de  la  pesanteur. 

La  loi  du  mouvement  d’un  point  matériel  libre  con- 
siste en  ce  que  la  quantité  de  mouvement  acquise  par 
le  corps  dans  l'unité  de  temps  , et  dans  la  direction  de 
la  force  par  laquelle  ce  corps  est  sollicité  , est  constam- 
ment égale  à l'effort  exercé  sur  le  corps  par  cette  force. 

Si  le  point  matériel  est  assujetti  à se  mouvoir  dans 
une  ligne  ou  dans  une  surface  donnée , la  recherche 
des  conditions  de  son  mouvement  se  ramène  au  cas  d’un 
point  matériel  entièrement  libre,  conformément  à ce 
qu’on  a vu  dans  l’article  VIII,  en  introduisant  dans 
les  équations  générales  qui  expriment  ces  conditions  la 
force  qui  représente  l’eflort  exercé  par  lequel  le  point 
matériel  est  retenu  dans  la  ligne  ou  dans  la  surface.  Et 
l’on  peut  déduire  de  ces  équations  générales  la  con- 
naissance du  mouvement  du  point  matériel  et  celle  de 
l'ellort  dont  il  s’agit. 

255.  Considérons  maintenant  un  système  de  points 
matériels  assujettis  entre  eux  d'une  manière  juelcon- 
que  , qui  se  meuvent , et  auxquels  sont  appliquées  des 
forces.  La  liaison  établie  entre  ces  points  ne  permet 
pas  en  général  qu’ils  cèdent  librement  à l’action  des 
forces  qui  leur  sont  respectivement  appliquées,  et 
qu’on  puisse  déterminer  leurs  mouvements  d’après  les 
règles  qui  conviennent  à un  point  matériel.  11  s’établit 
évidemment  entre  tous  les  points,  ou  entre  quelques-uns 
des  points  du  système  considérés  deux  à deux , des  ac- 
tions intérieures  par  l’effet  desquelles  leurs  mouvements 

16 
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sont  modifiés.  Le  mouvement  île  l’un  quelconque  îles 
points  matériels  considéré  à part  résulte  , 1°  de  sa  vi- 
tesse initiale;  2"  de  la  force  extérieure  qui  lui  est  ap- 
pliquée ; 3°  des  actions  intérieures  qui  s’établissent  en- 
tre ce  point  et  les  autres  points  du  système,  actions 
qui  dépendent  elles-mêmes  de  la  nature  des  liaisons 
par  lesquelles  le  système  est  constitué.  Mais  si  l’on  tient 
compte  de  ces  efforts  intérieurs,  on  pourra  évidemment 
exprimer  les  conditions  du  mouvement  de  chacun  des 
points  du  système  delà  même  manière  que  si  ces  points 
étaient  libres  de  se  mouvoir  indépendamment  les  uns 
des  autres. 

D’après  cela  , en  représentant  par  : 

m la  masse  de  l’un  quelconque  des  points  maté- 
riels ; 

x,y,z,  les  trois  coordonnées  rectangulaires  du  lieu  où 
ce  point  se  trouve  situé  au  bout  du  temps  t\ 
X,Y,Z,  les  efforts,  exprimés  en  unités  de  poids  , exer- 
cés sur  le  point  m par  les  forces  extérieures 
qui  lui  sont  appliquées  dans  le  sens  des  axes 
des  x , des^,  des  z -, 

E, F, G,  les  efforts,  également  exprimés  en  unités  de 
poids , exercés  sur  le  même  point  parallèlement 
' aux  axes  , et  provenant  des  actions  intérieures 
qui  s’établissent  entre  le  point  m et  les  autres 
points  du  système  ; 

on  aura,  conformément  au  nQ  141,  pour  chacun  des 
points  du  système,  les  équations  : 
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Admettons  maintenant  que  considérant  le  système  dans 
l’état  où  il  se  tronve  au  bout  du  temps  t,  on  lui  im- 
prime un  mouvement  quelconque  infiniment  petit,  sans 
que  les  conditions  de  la  liaison  des  points  matériels 
soient  violées,  et  par  l'effet  duquel  le  point  m ait  décrit 
respectivement  dans  le  sens  des  x,  desj-  et  des  z , les 
espaces  8x,Sy,Sz.  Multiplions  la  première  des  équations 
précédentes  par  Sx,  la  seconde  par  Sy1  la  troisième  par 
Sz,  et  ajoutons  toutes  les  équations  obtenues  de  cette 
manière.  Oq  obtiendra  ainsi  l’équation  unique  , 

s’m  (dF -é ^ + dê' Sz  )= 

le  signe  S indiquant  une  somme  formée  des  quantités 
qui  suivent  ce  signe  appartenant  à tous  les  points  du 
système.  En  effet  la  somme  S(E£r-j-Fi^-|-GJz),  des  mo- 
ments virtuels  dus  aux  forces  intérieures  est  nécessai- 
rement nulle  d’après  ce  qui  a été  dit  n°  239. 

De  plus,  si  le  système  n’est  pas  entièrement  libre,  et 
si  quelques-uns  de  ses  points  sont  assujettis  à demeurer 
dans  des  surfaces  ou  des  lignes  fixes  données,  les  résis- 
tances de  ces  surfaces  ou  de  ces  lignes  introduiront  de 
nouvelles  forces  , mais  dont  les  moments  virtuels  seront 
toujours  nuis,  comme  on  l'a  remarqué  dans  le  n°  240.  L’é- 
quation précédente  subsistera  donc  encore  dans  ce  cas. 
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256.  Celle  équation  exprime  les  conditions  générales 
du  mouvement  du  système  : en  la  réunissant  aux 
équations  de  condition  par  lesquelles  la  nature  de  la 
liaison  des  points  matériels  est  définie,  on  aura  tout 
ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  les  mouvements 
de  tous  les  points  matériels.  Les  variations  Sx , 3y,  Sz 
doivent  satisfaire  aux  équations  dont  il  i’agit,  et  ne 
sont  assujetties  à aucune  autre  condition.  Elles  repré- 
sentent des  espaces  quelconques  infiniment  petits  qui 
peuvent  être  décrits  par  les  points  du  système,  lors- 
qu'on lui  fait  subir  un  léger  changement  de  figure  à 
partir  de  celle  qu’il  affectait  à la  fin  du  temps  t. 
Les  espaces  Sx , Sy,  Sz  ne  doivent  pas  en  général  être 
confondus  avec  les  espaces  représentés  par  dx,  dy,  dz 
qui  sont  effectivement  parcourus  par  les  points  du  sys- 
tème dans  l’instant  dt  qui  suit  le  temps  t,  par  l’effet 
du  mouvement  actuel  de  ce  système.  11  serait  possible 
que  les  conditions  de  la  liaison  des  points  matériels 
fussent  telles  que  dx  , dy,  dz  ne  pussent  pas  être  sub- 
stitués dans  l’équation  précédente  à la  place  de&c,  ty,àz. 

257.  L'équation 

/ d?x  cTv  d*z  \ 

S'  \ de  dë  dë  y I 

a laquelle  bn  vient  de  parvenir  directement  dans  le 
n“  255,  exprime  à proprement  parler  que  l'équilibre 
doit  subsister  dans  le  système  proposé,  d’une  part  entre 

d‘x  d^y  cCz 

les  forces  m —— , m —,  m — que  produiraient , si 

dC  dt 1 dd  1 r 

les  points  matériels  leur  cédaient  librement  le  mouve- 
ment affecté  véritablement  par  ces  points , et  d’autre 
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part  entre  les  forces  X,  Y,  Z appliquées  extérieure- 
ment au  système,  ces  dernières  forces  étant  prises  en 
sens  contraire.  On  reconnaît  eüectivement  que  le  mou- 
vement du  système  doit  être  réglé  de  manière  que  la 
condition  dont  il  s’agit  soit  constamment  satisfaite. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  en  gé- 
néral l’une  quelconque  des  forces  appliquées  extérieure- 
ment au  système.  Si  le  point  matériel  sur  lequel  agit  celte 
force  était  libre,  il  prendrait  le  mouvement  quelle 
tend  à lui  imprimer,  conformément  à la  loi  qui  a 
été  rappelée  ci-dessus  , n°  254  ; mais  la  liaison  mutuelle 
des  parties  du  système  oblige  en  général  le  point  dont  il 
s’agit,  à prendre  un  autre  mouvement.  Or  on  peut  conce- 
voir la  force  appliquée  au  point  matériel  décomposée  en 
deux  autres  forces  , dont  l’une  imprimerait  à ce  point , 
s’il  était  libre,  le  mouvement  qu’il  prend  véritablement  ; 
et  il  est  visible  que  cette  première  composante  produit 
seule  le  mouvement  du  point,  et  que  la  seconde  com- 
posante est  détruite  par  l’ellet  des  actions  mutuelles 
qui  s’établissent  entre  les  parties  du  système.  La  pre- 
mière composante  est  la  force  conservée  , et  la  seconde 
est  la  force  perdue  par  le  point  matériel.  Ainsi  l’on 
voit  que  la  nature  des  mouvements  aflectés  par  le  sys- 
tème, consiste  en  ce  que  les  forces  perdues  doivent  se 
détruire  réciproquement,  ou  se  faire  constamment  équi- 
libre en  vertu  de  la  liaison  des  points  matériels.  C’est 
en  cela  que  consiste  le  principe  établi  par  d’Alembert. 

Les  forces  appliquées  au  système  dans  le  sens  des 
trois  axes  ayant  été  représentées  ci-dessus  par  X,  Y,  Z. 
et  les  forces  capables  de  produire  les  mouvements  allec- 
tés  par  les  points  matériels  suivanllesmêmesdireclions, 
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c’est-à-dire  les  forees  conservées,  étant  représentées  par 

* d‘x  d'y  dz 

mdF1  m IF  ' m~dê  I 

les  forces  perdues  sont  exprimées  par 

d'y  d'z 

2?’  '-"‘de- 


Z — ni 


La  condition  de  l’équilibre  entre  ces  forces  est  donc 
donnée  par  J’équation. 

S (\—m ~ S (Y—m^yy+S (z—m  ÿ ^z=0, 

qui  revient  à la  précédente  , et  à laquelle  on  doit  réu- 
nir les  équations  de  condition  appartenant  au  système. 
On  voit  d’ailleurs  qu’établir  l’équilibre  entre  les  forces 
perdues , est  la  même  chose  qu’établir  l'équilibre  entre 
les  forces  conservées  et  les  forces  appliquées  au  système 
prises  en  sens  contraires  ; puisque  pour  chaque  point 
du  système,  la  force  perdue  est  égale  et  directement 
opposée  à la  résultante  de  la  force  conservée  et  de  la 
| force  appliquée  au  système  prise  en  sens  contraire. 

258.  En  exposant  les  notions  précédentes,  nous  regar- 
dions les  forces  appliquées  au  système  comme  agissant 
d’une  manière  continue,  et  imprimant  aux  divers  points 
matériels  des  mouvements  qui  changent  eux-mêmes 
d’une  manière  continue  et  progressive , en  sorte  que  les 
vitesses  ne  varient  en  général  que  d’une  quantité  infi- 
niment petite  dans  un  intervalle  de  temps  infiniment 
petit.  Mais  il  est  quelquefois  nécéssaire'de  considérer 
l’action  de  certaines  forcés  qui,  exerçant  de  très-grandes 
pressions  dans  un  temps  extrêmement  court,  font  varier, 
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(le  quantités  finies  , les  vitesses  des  parties  du  système, 
quoique  la  durée  de  ces  actions  soit  sensiblement  nulle. 
Dans  les  cas  de  ce  genre  on  peut  admettre  que  pendant 
la  durée  extrêmement  petite  des  actions  dont  il  s’agit , 
la  position  des  points  matériels  du  système  n’a  pas 
changé,  d’où  il  suit  que  dans  l’équation  précédente 

S.m  (ÿ  Sx  + ÿ ÎH-J  &)  =S(Xfcr+Y*H-Z&)  , 

on  peut  regarder  les  quantités  Sx,  Sj , Sz  comme  ne 
variant  pas  avec  le  temps.  Si  l’on  multiplie  par  dt  les 
deux  membres  de  cette  équation  , et  si  l’on  intègre  de- 
puis t = 0 jusqu’à  t = t , il  viendra  donc 

=S(*rj’x*-f  Sy  j*  Y«fc-f  Sa  j*  Z dt) , 

dje  d/y  (ïz 

en  représentant  par  — , les  vitesses,  pourt=0, 

du  point  matériel  dont  la  masse  est  m.  Or,  dans  cette 
dernière  équation , les  quantités 

(dx  dx  A (dY  dy  \ / dz  dz\ 

"l\dt  dt  ) ’ m\dt  dt  ) ’ "\dt  ~~  dt) 

sont  les  quantités  de  mouvement  acquises  par  le  point 
matériel  dans  le  sens  de  chaque  axe , et 

j*Zdt  . 

sont  les  quantités  de  mouvement  r| ui  lui  ont  été  impi  i- 
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mées  dans  le  même  sens  par  les  forces  qui  le  sollici- 
tent. Ainsi  elle  exprime  que  les  quantités  de  mouve- 
ment acquises  par  les  parties  du  système  pendant  la 
durée  très-courte  de  l’action  que  nous  considérons  ici, 
doivent  faire  équilibre  aux  quantités  de  mouvement 
imprimées  par  les  forces  prises  en  sens  contraire  ; 
c’est-à-dire,  en  d'autres  ternies,  que  le  principe  de 
d’Alembert  subsiste  dans  les  cas  où  il  s’opère  un  chan- 
gement brusque  dans  le  mouvement  du  système  aussi 
bien  que  dans  ceux  où  ce  mouvement  ne  varie  que  par 
degrés  insensibles. 

XVIII.  Mouvement  de  deux  points  matériels  pesants  liés 

PAR  UN  FIL  FLEXIBLE. 

259.  Considérons  deux  points  matériels  dont  les 
masses  sont  rn , m , assujettis  à se  mouvoir  sur  deux 
plans  inclinés  formant  avec  la  verticale  des  angles  6 , C.’, 
et  liés  l’un  à l’autre  par  un  fil  parfaitement  flexible  qui 
passe  sur  une  poulie  fixe  placée  au  sommet  des  deux 
plans.  Soit  g la  vitesse  imprimée  aux  corps  pesants  par 
la  gravité  dans  l’unité  de  temps.  On  suppose  que  le 
système  des  deux  points  matériels  a reçu  une  vitesse 
initiale  quelconque,  et  qu’il  est  ensuite  soumis  à l’action 
de  la  gravité  : il  s’agit  de  rechercher  la  nature  du  mou- 
vement qu’il  affectera. 

Cette  question  se  résoudra,  conformément  à ce  qui  a 
été  dit  n°  257 , en  exprimant  qu’il  y a équilibre  entre 
les  forces  auxquelles  sont  dus  les  mouvements  des  points 
matériels,  et  les  forces  agissant  sur  ces  points  prises  en 
sens  contraires  ; ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les 
forces  perdues  par  les  points  matériels.  Donc,  nommant 
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v el  d les  vitesses  des  points  m , m'  au  bput  du  temps  t , 
ces  vitesses  étant  supposées  positives  quand  les  corps 
descendent,  la  condition  dont  il  s’agit  sera  exprimée 
ici  par  l’équation 

• « dv  , dd 

mgcos.6 — m — =mgc  os. 5 — m'  — , 

ou , comme  d — — v , 

t 

dv  mcos.9 — wi'cos.9' 

dt  m-f-m' 

En  intégrant  l’on  trouve 

mcos.O  — /n'cos.9' 

v=z , 

m- \-m 


g- 


gt+V, 


V étant  la  valeur  initiale  de  la  vitesse  v du  point  m. 

Le  mouvement  des  points  est  uniformément  accéléré 

ou  retardé;  il  est  dû  a une  force  constante  plus  petite 

que  l’action  de  la  gravité  dans  le  rapport  exprimé  par 

/ncos.9 — tn! cos  9' 

la  fraction  . 

m-\-m 

La  tension  du  fil  est  le  résultat  de  la  destruction  mu- 
tuelle des  forces  égales 

dv  . . dd 

//jgeos.9 — m et  mgcas.V- — m — , 

qui  a lieu  par  l’eiTetde  la  liaison  que  le  fil  établit  entre 
les  deux  points  matériels.  La  valeur  de  cette  tension 

est  donc  constante,  et  exprimée  par  ^ ^,(cos.9-f-cos.9  jg: 

260.  Si  le  plan  sur  lequel  se  meut  le  point  m était 
vertical  et  le  plan  sur  lequel  se  meut  le  point  m'  hori- 
zontal, la  formule  précédente  deviendrait 


m-\-m 


7 f<+V, 
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Le  mouvement  estdù  à l’action  d’ùne  force  moindre  que 
la  gravité  dans  le  rapport  de  la  masse  du  corps  descen- 
dant à la  somme  des  masses  des  deux  corps.  La  tension 
mm!  • 
in- 


constante du  fil  est 


261.  Si  les  lignes  décrites  par  les  corps  étaient  toutes 
deux  verticales,  la  formule  dont  il  s’agit  donnerait 


m — m 

‘'-—7-3*+*: 


m- \-m‘ 

. , 2 mm'  . , 

La  tension  du  fil  est  — ■ — - g.  Lette  expression  s ap- 
m- \-nt 

plique  à l’appareil  connu  sous  le  nom  de  machine  d’At- 
wood  , lorsqu’on  fait  abstraction  des  frottements  et  des 
masses  du  fil  et  de  la  poulie. 

262.  La  question  n’est  pas  plus  difficile  & résoudre 
dans  le  cas  où  les  points  matériels  sont  soutenus  par 
des  fils  qui  s’enroulent  sur  deux  cercles  de  diamètre 
différent , montés  sur  un  même  axe  fixe  horizontal  et 
parallèle  à la  ligne  d’intersection  des  deux  plans  incli- 
nés. Les  forces  perdues  par  les  deux  corps  sont  repré- 
sentées , comme  dans  le  n°  259,  par 


di> 


mgcos.Q — m 


dv 

et  m'gc os. 8' — m' 


Soient  r et  r les  rayons  des  cercles  sur  lesquels  s’en- 
roulent respectivement  les  deux  lils.  La  condition  de 
l’équilibre  des  forces  perdues  sera  exprimée  par  l’équa- 
tion 

/ n «&*\  ( l rl  , df/\ 

I mgcos.Q — ni  — Jr—  I mge os.O — m — lr  ; 


U 


V 
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ou  , comme  l’on  a ici  ✓ = ■ 


dv 


dv 

Ht 


mr‘.  cos.S — m'rd.  cos. 6' 


mr’-j-m'r' 

En  intégrant  il  vient 

mr1.  cos.S  — m'rr1.  cos. 6' 


v=. 


g- 


gt+y, 


V étant  la  vitesse  initiale  du  corps  m.  Les  tensions  des 
fils  qui  soutiennent  .les  points  matériels  m et  /»'  sont 
respectivement 

/nm'(r”cos.64-rr'  cos . ù')  /n/n,(rT,cos.0-j-r,cos.6^) 

mr’+mV  _ 8 61  mr’+mV3  " 


263.  Nous  considérerons  encore  la  question  du  n°  259 
en  admettant  que  l’on  tienne  compte  d’un  frottement 
exercé  par  chacun  des  corps  sur  les  plans  inclinés , la 
résistance  due  à ce  frottement  étant  supposée  propor- 
tionnelle à la  pression  exercée  par  le  corps  contre  ce 
plan.  Soit /le  rapport  du  frottement  à la  pression  pour 
le  premier  corps , f le  même  rapport  pour  le  second 
corps.  L’équilibre  des  forces  perdues  sera  exprimé,  en 
supposant  que  le  corps  m descende , par  l’équation 

dv  , dv 

mgcos . 9 — fmgsm.C — m — =m'gcos.b'-\-fm'gsin.b' — m' 

v 

d’où  l’on  déduira  comme  ci-dessus 


dv  m(cos.8— /sin.O) — m'(cos.6'-f/'sin.6') 

dt  m-\-m  8 

et 

m[ cos.S — /sin.O) — /«'(cos.G'-f/'sin.G')  v 

* ‘ * T ' 
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Le  mouvement  commun-  des  deux  corps  est  toujours 
uniformément  accéléré  ou  retardé.  La  tension  constante 
du  fil  est  . 


mm' 

m-\-ml 


(cos. 8 — ybin.8-|-  cos.6'-)^/'sin.8l)g'. 


264-  Si  le  corps  m descendait  verticalement  tandis 
que  le  corps  m!  décrirait  une  ligne  horizontale  , comme 
on  l’a  supposé  n°  260  , on  aurait  simplement 


v 


m — /W 
m-f-n*’ 


et  pour  la  tension  du  fil 


mm 

m-\-ni 


-,d  +f)S- 


Les  résultats  seraient  différents  si  l’intensité  du  frot- 
tement était  supposée  dépendre  de  la  vitesse  du  mou- 
vement. Des  expériences  spéciales  ayant  constaté  que 
dans  le  cas  dont  il  s’agit,  les  mouvements  des  corps  sont 
uniformément  accélérés  ou  retardés,  on  doit  en  conclure 
que  l’intensité  du  frottement  est  entièrement  indépen- 
dante de  la  vitesse.  Cette  intensité  est  uniquement  dé- 
terminée pour  les  divers  corps  par  la  grandeur  de  la 
pression  exercée  par  l’un  des  corps  sur  l’autre." 


Mouvement  d'un  fil  parfaitement  flexible  et  inex- 
tensible. 

265., Pour  donner  un  nouvel  exemple  de  l’applicatiou 
des  procédés  du  calcul  des  variations  aux  questions  dç 
mécanique,  on  considérera  le  mouvement  d’un  fil  par- 
faitement flexible  et  inextensible.  Nous  désignerons 
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par  m lu  musse  de  l’unité  de  longueur  du  fil , par  s 
l’are  de  la  courbe  du  fil  compté  d’un  point  fixe  pris 
sur  cette  courbe,  et  se  terminant  à l’un  quelconque 
de  ses  points , et  par  s0  et  s„  , les  valeurs  de  l’arc  s pour 
la  première  et  la  dernière  extrémité  du  fil.  x ,y,  z re- 
présenteront les  coordonnées  du  point  de  l'espace  où  se 
trouve  à la  fin  du  temps  t le  point  du  fil  qui  est  à l’ex 
trémité  de  l’arc  s.  Comme  là  masse  de  l’élément  du  fil 
qui  est  à la  suite  de  ce  pointest  mds , les  forces  perdues 
par  cet  élément  parallèlement  aux  trois  axes  seront 
respectivement 


, d'x  d‘y  iTz  . 

-nlds-r,-mds—,-»lds-jf,  . 

puisqu’on  n’admet  pas  qu’aucune  force  extérieure  lui 
soit  appliquée.  Le  fil  doit  être  en  équilibre  en  suppo- 
sant chacun  de  ses  éléments  sollicité  par  les  forces  per- 
dues, condition  qui  s’exprime , comme  on  l’a  vu  n°  251, 
par  l’équation 


De  plus  il  faut  avoir  égard  à la  condition  de  l’inexten- 

sibilité  du  fil,  ce  qu’on  fera,  conformément  au  n“  244  , 

comme  on  l’a  vu  n"  251  , en  ajoutant  au  premier  mem- 

9 ' % * g Cs» 

bre  de  l’équation  précédente,  l’intégrale  I Itds,  X 

désignant  la  tension  supportée  par  l’élément  ds  de  la 
longueur  du  fil.  L’équation 

P*  /<fx  d’y  cTz  \ P» 

°=  j.  "ld{dïs*+d?  **  2Ffa)  + J **• 
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exprimera  complètement  les  conditions  du  mouvement 
du  système.  Les  quantités  x,y,  £ doivent  être  regar- 
dées comme  des  fonctions  de  l’arc  i et  du  temps  t. 

Comme  l’on  a ... 

» , dx  . , ' , dy  , dz  ■ , 
ods  ==  - Sdx- 4-  y-  SdyA — — Sdz  , 
ds  ds  ds 

l'équation  précédente  revient  à N 

- " 

%»+  Î*Wï  î £+ * £)]• 

(i  >\ài 

c’est-à-direj  en  changeant  daus  le  dernier  terme  l’ordre 
des  signes  d et  -î^  et  appliquant  le  procédé  de  l’inté- 
gration par  parties 

0 = 

1 ’*■+%.  *••+: £/*■)+'■(£  *•+  ë *■■+£ *0- 

Egalant  donc  séparément  à zéro  les  coefficients  des  va- 
riations Sx,  Sy,  Sz , dans  le  terme  affecté  du  signe 
d’intégration , on  aura  en  premier  lieu  les  trois  équa- 
tions indéGnies 


d’x 

- d (\ dx\ 

* 

di‘  = 

ds  \ ds)' 

d'y 

d ( dy\ 

■ . . . - • 

de’ 

~ ds  \ ds  )' 

il  ,i  i-  .t.i‘  Ki-plôi 

d*  z d / dz\ 

dt‘  ~ds\  ~ds)’ 
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qui  doivent  subsister  pour  un  point  quelconque  du  (il. 
Quant  aux  termes  placés  hors  du  signe  d’intégratioq  , 
et  qui  appartiennent  aux  extrémités  du  (il,  ils  dispa- 
raissent d’cux-mémes  si  ces  extrémités  sont  fixes , en 
sorte  que  les  tensions  >„  et  des  éléments  extrêmes  peu- 
vent alors  avoir  des  valeurs  quelconques.  Si  les  extré- 
mités du  fil  sont  entièrement  libres,  ces  termes  ne 
peuvent  disparaître  qu’autant  que  l’on  aura  = 0 et 
»,  = 0|  ce  qui  indique  que  ces  tensions  doivent  alors 
avoir  des  valeurs  nulles.  Mais  si,  les 'extrémités  du  fil 
étant  libres , il  y a des  forces  particulières  qui  y soient 
appliquées,  forces  dont  les  moments  virtuels  devront 
entrer  dans  l’équation  d’équilibre , il  est  visible  que  les 
tensions  dont  il  s’agit  devront  être  respectivement  égales 
et  opposées  à la  force  appliquée  à l’extrémité  corres- 
pondante. 

266.  Nous  supposerons  que  la  première  extrémité  du 
fil  soit  fixe  et  placée  dans  l’axe  des  x,  et  que  la  seconde 
extrémité,  sans  être  entièrement  fixe  , soit  assujettie  à 
demeurer  dans  le  même  axe.  De  plus  nous  admettrons 
que  dans  le  mouvement  du  fil,  les  figures  qu’il  prend 
s’écartent  très-peu  de  l’axe  dans  lequel  ses  deux  extré- 
mités sont  placées , en  sorte  que  Ton  puisse  remplacer 
sans  erreur  sensible  ds  par  dx.  L’équation  exprimant 
l’égalité  à zéro  des  termes  relatifs  aux  extrémités  du  fil 
se  réduira  à 

0 — ),  ojt,  , - 

* * 

et  l’on  ne  peut  y satisfaire  qu’en  supposant  a„  =0,  ou 
en  admettant  qu’une  certaine  force  T , dirigée  dans  le 
sens  de  l’axe  des  x,  et  dont  le  moment  virtuel  soit  Tte» 
se  trouve  appliquée  à la  seconde  extrémité  du  fil.  Si  l'on 
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adopte  cette  dernière  hypothèse , l’équation  précédente 
devient  ' , 

0=iaiïxa  -(-X 3xx  , 

et  se  trouvera  satisfaite  en  prenant  — X»  = T.  De  plus  , 
par  suite  de  la  supposition  que  la  courbe  du  fil  s’écarte 
toujours  très-peu  de  la  ligne  droite,  on  peut  admettre 
que  la  tension  X conserve  dans  toute  l’étendue  du  fil  une 
valeur  constante , égale  à celle  de  la  force  T.  Les  équa- 
tions indéfinies  se  réduiront  alors  à 


tPx  . d‘y  'd'y  di  cCz 
m — — = 0 , ira— — =X— , rn  ——l 
dt‘  ’ dt'  dx*  dt'  dx 


La  première  indique  que,  par  suite  des  hypothèses  pré- 
cédentes,  les  points  du  fil  n’ont  pas  de  mouvement  sensi- 
ble dans  le  sens  de  l’axe  des  x.  Les  deux  dernières  donne- 
ront séparément  la  loi  des  mouvements  de  ces  points  dans 
le  sens  des  y et  dés  z.  (Voyez  les  nM V94  et  suivants 
des  Leçons  d’ Analyse.)  On  voit  que  les  parties  d’un 
fil  peuvent  exécuter  à la  fois  des  oscillations  très-petites 
dans  deux  directions  différentes,  et  que  ces  oscillations 
ont  lieu  respectivement  comme  si  elles  existaient  seules. 
Cette  proposition  s’applique  en  général  aux  mouvements 
très-petits  d’un  système  quelconque  de  points  matérièls, 
et  même  à tous  les  effeLs  naturels  dont  les  lois  peuvent 
être  exprimées  par  des  équations  différentielles  li* 
néaires. 


XIX.  Choc  DE  DEUX  CORPS  SOLIDES. 

267.  Considérons  deux  corps  sphériques  homogènes, 
ou  plus  généralement  deux  corps  homogènes  dont  la 
figure  est  celle  d’un  solide  de  révolution.  Admettons 


* 
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que  les  axes  de  ces  deux  corps  étant  placés  dans  une 
même  ligne  droite  , ils  se  meuvent  dans  le  sens  de  cette 
ligne  avec  des  vitesses  différentes.  Lorsque  les  deux 
corps  viendront  à se  rencontrer,  il  y aura  choc,  c’est-à- 
dire  que  les  corps  exerceront,  pendant  un  petit  inter- 
valle de  temps,  un  effort  l’un  contre  l’autre , et  qu’en- 
suite,  cet  effort  ayant  cessé,  ils  continueront  à se  mou- 
voir suivant  la  même  ligne,  aveedes  vitesses  différentes 
de  celles  qui  avaient  lieu  à l'instant  où  le  choc  a com- 
mencé. Il  s’agit  de  rechercher  les  circonstances  de  ce 
phénomène , et  principalement  de  déterminer,  d’après 
la  connaissance  des  masses  respectives  des  corps  et  de 
leurs  vitesses  initiales , les  valeurs  des  vitesses  finales 
qui  ont  lieu  quand  le  choc  est  terminé. 

Il  est  nécessaire,  pour  se  former  des  idées  exactes  sur 
ce  sujet,  d’avoir  égard  à la  propriété  des  corps  solides 
désignée  sous  le  nom  d’élasticité , c’est-à-dire  à la  fa- 
culté qu’ils  présentent  de  changer  un  peu  de  figure, 
lorsqu’un  effort  est  exercé  sur  une  partie  de  leur 
surface  , de  résister  à ce  changement  , et  de  re- 
prendre d’eux-mêmes  , complètement  ou  en  partie  , 
quand  l’effort  a cessé,  leur  figure  primitive.  Lorsque 
deux  corps  viennent  à se  choquer,  ils  exercent  l’un 
contre  l’autre  un  effort  dont  l’intensité  varie  pendant 
la  durée  du  choc , et  par  l’effet  duquel  la  figure  de  leur 
surface  subit  près  du  point  de  Contact  une  légère  alté- 
ration, que  nous  désignerons  par  le  nom  d impression. 
La  profondeur  de  l’impression  est  d’autant  plus  grande 
que  l’effort  exercé  est  plus  grand , et  il  existe  en  géné- 
ral une  relation  entre  l’effoft  exercé  et  la  profondeur 
de  l’impression  produite,  qui  dépend  de  la  figure  et 

17 
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de  la  constitution  physique  du  corps.  Cela  posé,  on 
nommera 


m , ni  les  masses  des  deux  corps  5 
V,  V'  les  vitesses  des  centres  de  gravité  des  deux 
corps  à l’instant  où  le  choc  commence  (ces  vi- 
tesses sont  supposées  dirigées  dans  le  même 
sens,  V étant  plus  grande  que  V'); 
v , u'  les  vitesses  des  centres  de  gravité  des  deux 
corps  à la  fin  du  temps  t,  compté  à partir  du 
commencement  du  çhoc  ; 

x , x'  les  distances  des  points  où  sont  placés  les  cen- 
tres de  gravité  des  deux  corps  à la  Un  du 
même  temps,  comptées  à partir  d’un  point  8xe 
sur  la  direction  de  leur  mouvement  ; 
t , 1 les  profondeurs  des  impressions  faites  dans  les 
deux  corps  au  même  instant , qui  sont  toujours 
des  quantités  très-petites  ; 

N la  valeur  de  l’elîort  exercé  à la  fin  du  temps  t , 
par  chacun  des  corps  contre  l’autre. 

Comme  on  ne  suppose  pas  ici  qu’aucune  force  exté- 
rieure agisse  sur  les  corps , leurs  mouvements  ne  sont 
altérés  pendant  le  choc  que  par  l’effet  de  leur  action 
mutuelle.  En  tenant  compte  de  cette  action,  on  peut 
d’ailleurs,  comme  on  l’a  remarqué  n*  255  , exprimer  les 
conditions  du  mouvement  de  chaque  corps  de  la  même 
manière  que  s’il  était  libre.  Nous  avons  donc  ici , en 
supposant  (ce  qui  est  permis) , la  masse  entière  de  cha  - 
que  corps  concentrée  dans  son  centre  de  gravité , les 
deux  équations  . # 


mæ*  n 
d?  ~ N’ 
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ou  bien 


• dp  v 
m—  = — N, 


dt  ' dt 

et  en  ajoutant  celles-ci  : 

mdv-\-m!dd=tQ. 

Cette  dernière  donne  en  intégrant , 

. mt>-\-m't/=const 


ds> 

— = N- 

Js  * 


d’où  il  6uit  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
des  deux  corps  conserve  une  valeur  constante  pendant 
toute  la  durée  du  choc.  On  a donc 


mv  •\-m'd  = w»Y-j-  m' V' . 

268.  D’autre  part , en  multipliant  respectivement  les 
deux  premières  équations  par  dx  et  dx' , et  ajoutant , 
on  obtient 


dx.d'x  dxf.d?xf 
ou  bien , parce  que  dx — dx~di-\-di\ 


m 


dx.d'x 

dt' 


, dx.d'x' 


m 


dt » 


= — d£). 


Cette  dernière  équation  étant  intégrée  donnera 

("£■)  ——‘ifX{di+dï)+const., 

d’où  l’on  déduit,  en  déterminant  la  constante  par  la 
considération  qu’à  l’instant  où.  le  choc  commence  la 
valeur  de  l’intégrale  JH  (di-\-di)  est  nulle, 

mp’-fmV1—  (mV’+  m'V”)  = — 2fX{di+dP) . 
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Le  premier  membre  représente  l’excès  de  la  somme  des 
forces  vives  des  deux  corps  au  bout  du  temps  t sur  la 
somme  des  forces  vives  qui  avait  lieu  à l’instant  où  le  ' 
choc  a commencé , c’est-à-dire  la  force  vive  acquise  par 
le  système  des  deux  corps  au  bout  du  temps  t.  L'inté- 
grale du  second  membre  est  prise  depuis  le  commence- 
ment du  choc , où  l’on  a i— 0 et  i'=0  , jusqu’aux  valeurs 
de  i et  il  qui  ont  lieu  à la  fin  du  temps  t.  Elle  représente, 
à proprement  parler , la  somme  des  quantités  d’action 
dues  à l’efiort  variable  que  les  corps  ont  exercé  l’un 
contre  l’autre.  • 

269.  Les  valeurs  de  v et  v'  déduites  des  équations  qui 
viennent  d'étre  obtenues  dans  les  deux  numéros  précé- 
dents sont 


mV-fro'V' 

m-j-m' 

mY+mT 


Ces  formules  feraient  connaître  les  vitesses  respectives 
des  deux  corps  qui  ont  lieu  au  bout  du  temps  t,  si  l’on 
pouvait  déterminer  la  valeur  de  l’intégrale  J N {di-\-dü) 
qui  répond  à une  valeur  donnée  de  t.  Celte  détermina- 
tion exigerait  évidemment , 1°  que  l’on  eût  l’expression 
de  l’effort  N en  fonction  de  i pour  l’un  des  corps , et 
de»'  pour  l’autre  j 2*  que  Ton  connût  les  valeurs  de  i 
et  i qui  répondent  à une  valeur  donnée  de  t. 

. 270.  On  remarquera  d’ailleurs  que  l’on  doit  concevoir 
en  général  la  durée  du  choc  partagée  en  deux  parties. 
Dans  la  première  partie  la  vitesse  v est  > v,  mais  l’excès 
de  la  première  vitesse  sur  la  seconde  décroît  progressi- 
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vemént , et  elles  finissent  par  devenir  égales.  On  doit 
prendre  pendant  tout  cet  intervalle  les  signes  supé- 
rieurs dans  les  deux  formules  précédentes.  A la  fin  de 
cette  première  partie  de  la  durée  du  choc , les  vitesses 
des  deux  corps  étant  égales , ils  n’exercent  aucune  pres- 
sion l’un  contre  l’autre,  et  les  impressions  sont  alors  le 
plus  grandes  qu’il  est  possible.  On  a dans  cet  instant, 
d’après  les  formules  précédentes 

- mV+w'V' 
m -f-  m*  ' 

pour  la  vitesse  comûiuBe  des  deux  corps  ; et  l'on  voit  de 
plus  que  la  valeur  numérique  totale  de  l’intégrale  qui 
représente  la  somme  des  quantités  d’action  dues  à l’effort 
exercé  par  l’un  des  corps  contre  l’autre  est 


fN(di-j-dï) 


1 mm' 

2 fft-j-m' 


(V— VT. 


Dans  la  seconde  partie  du  choc , la  profondeur  des 
impressions  diminue  par  la  tendance  naturelle  des  corps 
à revenir  à leur  figure  primitive.  Une  nouvelle  force 
de  répulsion  s’établit  entre  eux  , et  altère  leurs  mouve- 
ments: la  vitesse  v devient  alors  < v , et  l’on  doit 
prendre  les  signes  inférieurs  dans  les  formules  précé- 
dentes. Le  choc  est  fini  lorsque , par  l’ellet  de  la  diffé- 
rence des  mouvements  affectés  par  les  deux  corps,  la 
distance  de  leurs  centres,  de  gravité  a augmenté  de 
la  quantité  dont  les  impressions  i et  i'  ont  diminué  à 
partir  du  moment  où  elles  avaient  atteint  leurs  plus 
grandes  valeurs.  . 

271,  Les  notions  précédentes  ne  suffisent  pas  en  gc- 
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néral  pour  la  détermination  des  vitesses  finales  de  deux 
corps  entre  lesquels  un  choc  a eu  lieu.  Il  est  absolu- 
ment nécessaire  de  prendre  en  considération  pour  cette 
détermination , la  constitution  physique  de  chaque 
corps,  c'est-à-dire  la  nature  des  forces  intérieures  qui 
le  constituent,  et  par  lesquelles  il  résiste  aux  change- 
ments de  figure  et  tend  à reprendre  complètement  ou 
en  partie  sa  figure  primitive,  quand  cette  figure  a subi 
quelque  altération.  Cependant  il  existe  deux  cas  parti- 
culiers où  la  détermination  dont  il  s’agit  peut  être  ef- 
fectuée, et  qui  doivent  être  distingués,  parce  qu’ils 
présentent  des  limites  dont  la  considération  est  toujours 
utile  dans  les  applications. 

Le  premier  cas  est  celui  où  l’on  suppose  là  nature 
des  corps  telle,  que  quand  une  impression  y a été  for- 
mée, elle  se  conserve,  sans  que  les  corps  tendent 
à revenir  à leur  figure  primitive.  Il  est  visible  qu’alors 
le  choc  est  fini  lorsque  les  impressions  ont  atteint 
leur  maximum  et  que  les  vitesses  des  centres  de  gravité 
des  deux  corps  sont  devenues  égales.  La  formule 

. /»V+i»T 

vz=vl— - 

m-f-m 

exprime  donc  dans  ce  cas  la  vitesse  commune  avec 
laquelle  les  deux  corps  se  meuvent  après  le  choc , sans 
se  séparer  et  sans  exercer  aucune  pression  l’un  contre 
l’autre.  Ce  résultat  convient.aux  corps  que  l’on  regarde 
comme  entièrement  dépourvus  d’élasticité. 

272.  Le  second  cas  est  celui  où  l’on  supposerait  au 
contraire  les  corps  parfaitement  élastiques,  c’est-à-dire 
tels  que  les  impressions  qui  y ont  été  formées  tendent  à 
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disparaître  complètement , et  que  les  mêmes  valeurs 
de  N correspondent  toujours  aux  mêmes  valeurs  de  i 
et  i',  pendant  que  la  profondeur  de  l’impression  est  crois- 
sante et  pendant  qu’elle  est  décroissante.  Si  les  corps 
présentent  cette  propriété , et  si  de  plus  il  arrive  que 
les  impressions  se  trouvent  détruites  à la  fin  du 
choc,  c’est-à-dire  lorsque  les  corps  se  séparent  et 
cessent  d’agir  l’un  sur  l’autre  (circonstance  qui  n’a  pas 
lieu  en  général , et  qui  dépend  du  rapport  existant  entre 
les  masses  des  deux  corps),  on  aura  évidemment  les 
valeurs  des  vitesses  finales , en  supposant  nulle , dans 
les  formules  du  n°  269,  l’intégrale  .f  {di-\-di).  En 
ellet , la  valeur  de  la  portion  de-  cette  intégrale  corres- 
pondant à la  première  partie  de  la  durée  du  choc  , pen- 
dant laquelle  l’impression  est  croissante  , sera  égale  et 
de  signe  contraire  à la  valeur  de  la  portion  qui  corres- 
pond à la  deuxième  partie  de  la  durée  du  choc  pendant 
iaquclle  l’impression  est  décroissante.  Comme  on  doit 
d’ailleurs  prendre  le  signe  inférieur  dans  les  formules 
du  n°  269  , les  expressions  des  vitesses  finales  seront 

(m  -t-  rn')  V4-  2/n'  V' 



, (»»' — rn)\'-\-2m\ 

m- f-m' 

On  peut  observer  que  si  les  masses  des  corps  étaient 
égales  entre  elles , ces  formules  donneraient  v=X',v'= V : 
l’effet  du  choc  consisterait  alors  à donner  à chacun  des 
corps  la  vitesse  de  l’autre. 

273.  Considérons  le  cas  du  n°  271  , c’est-à-dire  celui 
d’un  choc  entre  corps  non  élastiques.  La  force  vive  «lu 
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système  avant  le  choc  est  mV’-Lm'V"  : après  le  choc , 

cette  force  vive  est  m\>-\-m!vn,  c’est-à-dire , en  employant 

, , j , , 0 . , -(mV+m'V')*  _ 

la  valeur  commune  de  v et  v du  n cite , — - — . La 

m-\-m 

différence  des  forces  vives  du  système  avant  et  après  le 
choc , ou  la  force  vive  perdue  par  l’effet  du  choc  est  donc 


mm 


s(V-VT, 


V . i } 

expression  égale  au  double  des  quantités  d’action  pro- 
duites par  les  forces  intérieures  qui  ont  été  développées 
pendant  le  choc.  Or,  il  est  aisé  de  vérifier  que  l’expres- 
sion dont  il  s’agit  revient  à 

OT(V_  <,)•_(- m'(V'—v)V 


Ainsi , la  force  vive  perdue,  par  l’efiet  d’un  chocentre 
corps  non  élastiques  est  égale  à la  force  vive  qui  serait 
due.  aux  vitesses  perdues  respectivement  par  chaque 
corps  par  l’efiet  du  choc.  Cette  proposition,  qui  sera 
généralisée  dans  la  suite,  est  d’un  grand  usage  dans 
plusieurs  applications  importantes. 

274.  Considérons  maintenant  le  cas  du  n°  272  , c’est- 
à-dire  celui  d’un  choc  entre  corps  parfaitement  élas- 
tiques. En  mettant  les  valeurs  de  v,  v données  dans 
ce  numéro  dans  l’expression  mr’-fmV’,  on  trouve 

mV'-fm'V'*,  • 

d’où  l’on  conclut  que  la  force  vive  du  système  reprend 
a la  6n  du  choc  sa  valeur  initiale , circonstance  qui  doit 
effectivement  avoir  lieu,  \>arce  qu’ici  la  valeur  de  l’in- 
tégrale qui  représente  les  quantités  d’action  dues  aux 
forces  intérieures  développées  par  le  choc  est  nulle. 
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Ainsi  un  choc  entre  deux  corps  parfaitement  élastiques 
ne  donnerait  lieu  à aucune  perte  de  force  vive;  mais  on 
ne  doit  pas  oublier  que  les  valeurs  des  vitesses  finales 
données  n°  272  , et  par  conséquent  le  résultat  précédent , 
ne  pourraient  être  admis  qu’autant  que  les  conditions 
énoncées  dansce  numéro  se  trouveraient  satisfaites.  Il  se- 
rait donc  nécessaire,  ncfn-seulementque  les  corps  fussent 
parfaitement  élastiques,  mais  encore  que  l’on  fût  assuré 
qu’J  l’instant  où  le  choc  se  termine,  ils  sont  entièrement 
revenus  à leur  figure  naturelle , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  dans  des  cas  très-particuliers. 

Jiemarque. 

275.  La  théorie  du  choc  des  corps  est  présentée  sou- 
vent d’après  d’autres  notions.  On  considère  en  premier 
lieu  des  corps  parfaitement  durs,  c’est-à-dire  dont  la 
figure  ne  peut  subir  aucun  changement  ; d’où  résulte  la 
conséquence  qu’un  choc  doit  changer  instantanément  les 
vitesses  des  deux  corps  , et  donner  à ces  vitesses  une 
valeur  commune.  Soit  v cette  vitesse  commune,  les 
quantités  de  mouvement  perdues  par  chacun  des  corps, 
par  l’effet  du  choc,  seront  donc  respectivemcnt/w(V — y), 
m'(V' — y).  Or,  d’après  ce  qu’on  a vu  n“24f|.,  ces  quan- 
tités de  mouvement  doivent  faire  équilibre  aux  quan- 
tités de  mouvement  imprimées  par  les  forces  agissant 
sur  chaque  corps  pendant  le  choc,,  prises  en  sens  con- 
traires. Mais  ces  dernières  forces  , qui  sont  égales  et  di- 
rigées en  sens  opposés  suivant  la  même  ligne  droite  , se 
détruisent  réciproquement,.  L’équilibre  dont  il  s’agit 
s'exprimera  donc  en  posant  simplement 
/«(  V — u ) -}- /«{V’ — \>)  — o , 
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d’où  l’on  déduit 

mV-j-mV' 

V m tri  ' 

résultat  conforme  à celui  obtenu  n°  273,  pour  le  cas  des 
corps  entièrement  dépourvus  d élasticité.  Ainsi  l’hypo- 
thèse purement  mathématique  de  corps  parfaitement 
durs  répond  véritablement  à l'état  des  corps  (s’il  en 
existe)  qui  ne  réagissent  point  contre  les  changements 
«le  figure , et  qui  conservent  sans  .altération  les  impres- 
sions qu’on  y a formées. 

276.  On  considère  en  second  lieu  des  corps  parfai- 
tement élastiques  , en  regardant  l’élasticité  comme  une 
propriété  d’après  laquelle  un  corps  ayant  frappé  un 
plan  Gxe,  serait  repoussé  en  sens  contraire  avec  une 
vitesse  égale  à celle  qu’il  avait  à l’instant  du  choc,  ou , 
en  général,  reprendrait  en  sens  contraire,  après  un 
choc,  une  vitèsse  relative  égale  à celle  que  le  choc  lui  a 
fait  perdre.  D’après  cela  , les  deux  corps  ayant  perdu 
respectivement , par  l’effet  du  choc , les  vitesses  Y — v, 
— ,(*>— V'),  leurs  vitesses  doivent  prendre,  à la  Gn  du 
choc,  les  valeurs  respectives  v — (V — v) , — V'); 

ou  bien  — V,  2v — V'  ; c’est-à-dire,  en  mettant  pour  v 
la  valeur  précédente 

(m—iri)\-\-2rri\'  2ir»V 

* **  rn-mtri  ■>  , ’ TO-f-m'  1 • 

expressions  conformes  à celles  qui  ont  été  données 
n°  272. * . 

Les  considérations  qui  ont  été  présentées  dans  les 
n0*  267  et  suivants  semblent  .plus  conformes  aux  effets 
naturels  , et  plus  propres  à donner  des  idées  justes  sur 
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la  nature  du  phénomène  dont  il  s'agit  , en  mettant  en 
évidence  les  restrictions  que  l’on  doit  apporter  dans 
l’application  des  résultats  précédents. 


XX.  Mouvement  d’un  cobps  solide  assujetti  a tourner 
autour  d’un  axe  fixe. 


277.  Soit  un  corps  solide  considéré  comme  un  système 
de  points  matériels  liés  entre  eux  d’une  manière  inva- 
riable. Supposons  des  forces  quelconques  appliquées 
à ces  points,  et  admettons  que  le  seul  mouvement  . 
que  le  système  puisse  prendre  soit  un  mouvement 
de  rotation  autour  d’un  axe  fixe.  Nous  désignerons 
par 

m la  masse  de  l’un  quelconque  des  points  matériels  ; 
x , y,  z les  trois  coordonnées  rectangulaires  du  lieu  où 
ce  point  se  trouve  situé  au  bout  du  temps  i, 

X , Y,  Z les  trois  composantes  dans  le  sens  des  x,  des  y 
et  des  z de  la  force  appliquée  à ce  point,  .cette 
force  étant  donnée  en  unités  de  poids" 


Les  conditions  du  mouvement  du  système  consistent, 
conformément  à ce  qui  a été  dit  n°  257,  en  ce  que  les 
forces  perdues  à un  instant  quelconque  doivent  se  faire 
équilibre  les  unes  aux  autres.  Les  forces  perdues  dans 
le  sens  des  x,  desj^etdes  z sont  exprimées  pour  chacun 
des  points  matériels  par 


X — m 


eTx 

Ht" 


d'y 

HT 


cTz 

’ Z~md? 


Elles  doivent  se  faire  équilibre  autour  de  l’axe  fixe,  que 
nous  supposerons  coïncider  avec  l'axe  des  x;  et  par con- 


t * 
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séq  uent  les  conditions  dont  il  s’agit  sont  ex  primées  d’après 
le  n"  64  par  la  seule  équation 

' S[(ï-“ê)— (Z-”S)']=#’ 

ou  bien 


S désignant  toujours  la  somme  des  quantités  exprimées 
à la  suite  de  ce  signe,  prise  pour  tous  les  corps  du  sys- 
tème. • 

A l’égard  des  forces  perdues  dirigées  dans  le  sens  des 
x,  c’est-à-dire  parallèlement  à l’axe  fixe,  dont  la  somme 

, comme  on  suppose  ici  que  le  corps  so- 
lide ne  peut  pas  se  mouvoir  dans  le  sens  de  cet  axe , on 
doit  les  regarder  comme  étant  détruites  par  la  résistance 
des  points  d’appui.  Le  mouvement  du  corps  dépend  donc 
uniquement  des  forces -Y,  Z dirigées  dans  des  plans  per- 
pendiculaires à l’axe  fixe,  et  de  la  vitesse  de  rotation  ini- 
tiale autour  de  cet  axe. 

278.  Dans  l’équilibre  des  forces  perdues  qui  s’établit 
autour  de  l’axe  fixe,  cet  axe  supporte,  par  la  destruction 
mutuellede  ces  forces,  des  efforts  dirigés  perpendiculaire- 
ment à sa  direction  , qui  consistent , conformément  au 
n°  66,  1°  dans  un  ell'ort  dirigé  parallèlement  à l’axe  des 
y dont  la  valeur  est 

s (*-”$)’ 


et  dont  le  point  d’application  siy  l’axe  fixe  est  placé  à une 
distance  de  l’origine  des  coordonnées  égale  à 
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Yr- 


dC  J 


<*-$)  ' ‘ 


2°  clans  un  eflort  dirigé  parallèlement  à l’axe  des  s dont 
la  valeur  est  , 


et  dont  le  point  d’application  sur  l’axe  fixe  est  placé  aune 
distance  de  l’origine  des  coordonnées  égale  à 
/ d‘z\ 

s(z*--m3F) 

s(z_"*S)  ■ 

279.  Les  expressions  précédentes  peuvent  être  mises 
sous  une  autre  fôrme.  Soit  v la  vitesse  angulaire  du 
mouvement  de  rotation  à la  fin  du  temps  t,  c’est-à-dire 
la  vitesse  de  rotation  des  points  situés  à l’unité  de  dis- 
tance de  l’axe  fixe;  et  r la  distance  des  points  dont  les 
coordonnées  sont^,  z à ce  même  axe  ; on  aura 


ày 


dz 


— =vr.  - —\>z  , et  — = — vr.  — =- 
dt  r dt  r 


■K>- 


L’équation  du  n°  277,  qui  exprime  la  nature  du  mouve- 
ment , devient  donc 
dv 


dt 


.S.wr*=S(Yz — Zy)  ; * . 


ou,  en  appelant  P la  résultante  des  deux  torces  Y et  Z, 
et p la  distance  de  la  direction  de  cette  résultante  à l’axe- 
fixe , 
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Cette  équation  exprime  comment  la  vitesse  angulaire 
varie  avec  le  temps.  Elle  est  analogue  à l’équation 


signant  la  vitesse  absolue.  La  quantité  S.mr* , c’est-à- 
dire  la  somme  des  produits  des  masses  des  points  ma- 
tériels par  les  quarrésde  leur  distance  à l’axe  fixe,  dont 
la  considération  est  importante , a été  nommée  d’après 
Euler  moment  d’inertie : Le  moment  d’inertie  d’un 
corps,  pris  par  rapport  à unte  ligne  quelconque  donnée, 
ollre  une  sorte  de  mesure  de  l’énergie  du  mouvement 
de  rotation  dont  ce  corps  serait  animé  s’il  tournait  au- 
tour de  cette  ligne  devenue  un  axe  fixe.  Toutes  choses 
égales  d’ailleurs , l’ellort  qu’il  faudrait  employer  pour 
imprimer  au  corps  un  tel  mouvement , ou  pour  détruire 
ce  mouvement  si  le  corps  en  était  animé,  serait  propor- 
tionnel à son  moment  d’inertie. 

280.  En  appliquant  les  mêmes  transformations  aux 
formules  du  p°  278,  on  trouvera  pour  les  valeurs  res- 
pectives des  efforts  exercés  sur  l’axe  fixe  dans  le  sens  des 
y et  dans  le  sens  des  z 


av  f ...  ,, 

— =—  qui  convient  d un  mouvement  rectilignè,  v de- 
dtm 


et  pour  les  distances  respectives  des  points  d’application 
de  ces  efiorts  à l’origine  des  coordonnées 
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281 . Si  aucune  force  n’était  appliquée  au  système,  l'é - 
quation  du  n*>  279  se  réduirait  à 

dt> 

dt= 0’  ’d'où 

V désignant  la  vitesse  angulaire  initiale.  Le  corps  au- 
rait un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  l’axe 
tixe.  Il  n’y  aurait  alors  aucun  effort  exercé  sur  cet  axe 
par  l'ellet  des  variations  du  mouvement.  Les  efforts 
qu’il  supporterait  se  réduiraient  aux  parties  S.m^.vL 
S.toz.  u'  qui  sont  uniquement  dues  à l’effet  de  la 
force  centrifuge  provenant  du  mouvement  de  rotation 
du  corps. 

282.  Les  pressions  exercées  sur  l’axe  fixe  par  l’effet 
de  la  force  centrifuge  dont  toutes  les  parties  matérielles 
du  système  sont  animées  peuvent  être  déterminées  di- 
rectement de  la  manière  suivante.  Pour  chacun  des 
points  matériels,  cette  force,  conformément  au  n“  148, 

% v'r' 

produit  l’effort  m — , ou  mu'r,  dirigé  dans  le  sens  du 

rayon  r , et  équivalant  aux  efforts  mu*  y dirigé  dans 
le  sens  desy,  et  mu*z  dirigé  dans  le  sens  des  z.  Ainsi , 
par  l’effet  de  la  force  centrifuge,  l’axe  fixe  est  sollicité 
respectivement  dans  le  sens  des  y et  dans  le  sens  des  z 
par  les  forces 

. u'.S.my  et  u'.S.mz; 

et  les  points  d’application  de  ces  forces  sur  ce  même  axe 
sont  situés  à des  distances  de  l’origine  des  coordonnées 
exprimées  respectivement  par 

S .mxy  S. mars 

s.my  S. ms 
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Les  efforts  dont  il  s’agit  tendent  à déplacer  l’axe  de 
rotation , et  cét  axe  se  déplacerait  effectivement  s’il  n’é- 
tait pas  maintenu  dans  sa  position. 

283.  Examinons  dans  quels  cas  particuliers  les  forces 
centrifuges  des  parties  du  système  n’exerceraient  aucune 
action  sur  l’axe  fixe  de  rotation.  Il  serait  nécessaire  pour 
cela , 1°,  que  l’on  eût 

S.wy=0  et  S.wiz=0, 

• •» 

• 

afin  que  les  sommes  des  efforts  exercés  parallèlement 
aux  axes  des  y et  des  z fussent  nulles-,  '2°,  que  l’on  eût 

, S.  mtr  y =0  et  S.wurz=0, 

afin  que  les  moments  de  ces  efforts  fussent  également 
nuis.  La  première  condition  sera  toujours  satisfaite  si 
l’axe  fixe  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps.  Quant 
à la  seconde  condition  , on  verra  plus  loin  que  l’on  pèut 
y satisfaire  toujours  en  déterminant  convenablement 
la  direction  de  l’axe  fixe,  par  rapport  aux  parties  du 
système. 

Une  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  d’un  corps 
solide,  à l’égard  de  laquelle  les  conditions  â.mxy=0, 
S.marz=0  subsistent , présente  donc  une  propriété  re- 
marquable qui  consiste  en  ce  que  le  corps  élanl  libre  , 
et  aucune  force  extérieure  ne  lui  étant  appliquée,  si  ce 
corps  a commencé  à tourner  autour  de  la  ligne  dont  il 
s’agit,  il  conservera  indéfiniment  le  même  mouvement 
de  rotation  , sans  que  l’axe  subisse  aucun  déplacement. 
Cette  circonstance  s’exprime  en  disant  qu’une  telle  ligne 
est  un  axe  naturel  ou  un  axe  permanent  de  rotation. 
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28k.  Lorsque  l’axe  fixe  ne  passe  point  au  centre  de 
gravité,  on  n'a  pas  S.»i^=0,  S.mz=0 , et  par  con- 
séquent les  deux  efforts  exercés  sur  cet  axe  ne  peuvent 
être  nuis  ni  se  réduire  à des  couples.  Mais  si  l’on  avait 

S.mxy  S.mxz 
S .mjr  ' S .mz  ’ 

ces  deux  efforts  se  trouvant  appliqués  au  même  point 
de  l’axe  pourraient  être  composés  en  un  seul,  et  en 
rendant  fixe  ce  point  d’application  l’effort  résultant 
serait  détruit.  Donc  la  condition  de  l’égalité  des  deux 
quantités  ‘ ■ , ‘ • 

S.mxy  S.nixz 

S.my  et  S .mz  ’ 

donne  à un  axe  la  propriété  qu’il  suffit  de  rendre  fixe  un 
de  ses  pointe  pour  qu’il  devienne  un  axe  naturel  de  ro- 
tation. 

On  démontre  d’ailleurs  qu’on  peut  toujours  faire 
passer  par  un  point  quelconque , pris  dans  l’intérieur 
ou  à l’extérieur  d’un  corps  solide,  trois  droites  qui  se 
croisent  à angles  droits,  telles  qu’en  les  prenant  res- 
pectivement pour  axes  desx,  des  y et  des  z ,on  a les  trois 
relations 

S.mjy' =0  , S.war;  — 0 , S.myz—0. 

Il  existe  donc  toujours  trois  axes  permanents  de  rota- 
tion perpendiculaires  entre  eux,  passant  par  le  centre 
de  gravité  d’un  corps  solide  ; et  il  existe  égalemeul  tou- 
jours, pour  un  point  quelconque  de  ce  corps,  troisdroites 
qui  se  croisent  à angles  droits  , et  qui  deviendront  des 
axes  permanents  de  rotation,  si  ce  point  est  rendu  fixe. 
La  considération  de  ces  lignes  est  essentielle  dans  la 

18 


théorie  du  mouvement  des  corps  ; on  les  a nommées 
■'  avec  Euler  axet  principaux  de  rotation , ou  simplement 
axes  principaux. 

Détermination  des  axes  principaux. 

285.  Considérons,  commg  ci-dessus,  un  système  de 
points  matériels  assujettis  entre  eux  d’une  manière 
invariable  et  formant  un  corps  solide;  désignons  par 
m la  masse  de  l’un  quelconque  de  ces  points , et  par 
x,y,  z , ses  coordonnées  comptées  sur  trois  axes  rec- 
tangulaires, Soit  une  droite  quelconque  menée  par  l’ori- 
gine des  coordonnées,  et  formant  les  angles  0,6,7,  avec  les 
axes  des  x,  des  jy  et  des  x.  La  distance  du  point  m à cette 
ligne  est  exprimée  par 

V/  x’-f-y’+S* — (jrCOS.a-f-yQOS.ê-f-ZCOS.y)’. 

Par  conséquent , si  l’on  désigne  par  L le  moment  d’iner- 
tie du  système  pris  relativement  à la  droite  dont  il  s’agit, 
on  aura 

1 

L=S.m  [x’-f-y’-f-  z' — (xcos .a -j-y  cos . 6 -f-  z cos  .7)’]  , 
ou , si  l’on  veut , 

L==  S . m [x’sin . 1 a -}~y *sin . 3 6 -(-  z’sin . *7 
— 2xycos.*cos.6  — 2xzcos,acos.y — 2yzcos.ecos.7j  , 
ou  bien  encore 

L =S . m [(y*-)-  x’jcos-.’a  -f-  (x’-f-  z’Jcos.'e-f-  (x’-f-y’jcos.  * 7 

— 2jrycas.acos.6 — 2 xz  cos.  a cos.  7 — ^yz  cos.  6 cos  .7]. 

\ 

Enfin  , en  posant  .'  . 

* et  F=sSanyz, 
B=3S*/»(x’rHî’) , G = S .rnxz , 

C =zS.m(x'-ty'),  H=sS./rtjrjr,j  , 


s , 
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cette  dernière  expression  deviendra 

L = Acos  ,*a+  Beos . *6  4-Ccos  ,?7 — 2F cos‘.|3  cûs  .y — 2Geos . a cos . y 

— 2Hcos.acos.(3 ......  (p ) 

Les  quantités  À,6,C,  représentent  respectivement  les 
moments  d’inertie  du  système  pris  par  rapport  aux  axes 
des  Xj  des  y et  des  z.  La  formule  précédente  donne 
d’une  manière  générale  le  moment  d'inertie  d’un  corps 
solide  pris  par  rapport  à un  axe  quelconque  passant  par 
l’origine  des  coordonnées.  La  direction  des  axes  des 
coordonnées,  par  rapport  aux  parties  du  corps , est  en- 
tièrement arbitraire.  • 

Remarquons  d’ailleurs  que  si  l'on  désigne  par  a,b,c, 
les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  l’axe  par  rap- 
port auquel  le  moment  d’inertie  L est  pris,  l’équation 
précédente  pourra  s’écrire 

L (a'+b'+c')  — A.a’+  Bb'+Cc* — 2Fèe — 2G«e — Stllab , 

et  se  réduire  à 

1 =Aa3+Bi’+Cc’ — 2F£>e — iiGac — 2Hab  , 

en  prenant  \/ a'-\-b'-\-ci=  • Si  l’on  attribue  donc  à 

cet  axe  toutes  les  directions  possibles,  et  si  l’on  portesur 
chacune,  à partir  de  l’origine  des  coordonnées,  une  lon- 
gueur égale  à l’unité  divisée  par  la  racine  carrée  du 
moment  d’inertie  correspondant , les  points  obtenus  de 
cette  manière  appartiendront  à un  ellipsoïde  représenté 
par  l’équation  précédente.1 

286.  Cela  posé,  proposons-nous  de  déterminer  les 
directions  de  la  ligne  par  rapport  à laquelle  doit  être 
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pris  le  moment  d'inertie  L , pour  que  ce  moment  d’iner- 
tie soit  un  maximum  ou  un  minimum  ; ou  , ce  qui  re- 
vient au  même,  de  déterminer  les  directions  des  axes 
rectangulaires  de  l’ellipsoïde  dont  nous  venons  de  par- 
ler. On  connaîtra  ces  directions  par  ce  caractère  que  la 
valeur  de  L ne  variera  pas  quand  on  fera  varier  infini- 
ment peu  dans  l’équation  ( p ) les  valeurs  des  angles 
a, 6/y.  Si  l’on  met  donc  celte  équation  sous  la  forme 

L(cos.,a-(-cos.,6+cos.,yj=Acos.'o-)-Bcos.’e-f  Ccos.’7 

— 2Fcos.(3  cos.y — 2Gcos.acos-7  — 2Hcos.a  cos. (3, 

et  si  on  la  dillérentie  successivement  par  rapport  à «,6,7, 
en  y regardant  L comme  constante  , on  obtiendra  trois 
équations , 

(L — A)cos.a+Hcos.6+Gcos.7=0, 

Hcos.a+(L — B)cos.S+Fcos.7  = 0 , 
Gcos.a+Fcos.6+(L — C)cos.7  =0, 

auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  de  *,5, 7 et  L qui 
répondent  au  maximum  ou  au  minimum  de  cette  der- 
nière quantité.  On  en  déduit  en  premier  lieu  l’équation 
du  troisième  degré 

(L— A)  (L — B)(L— C) — (L — AJ  F’ — (L — B)G’— (L — C)  H’ 

+2FGH=0  (?) 

qui  donnera  la  valeur  de  L , et  dont  les  trois  racines 
seront  nécessairement  réelles  ; puis 

cos. a cos.6  cos.7 

V/(L— B)(L^O— F’  V (L — A)(L— C) — G’  l/(L-A)  (L-B)-H; ( ;r 

~ \/^L^BHL— Cl—  F’+(L — A) (L— Ç). — G’+<L— A)  (L-B)— H’  ’ J 

pour  déterminer  ta  -valeur  des  angles  u , 5 , 7 appartenant 


» 
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aux  trois  ligues  qui  se  croisent  à angles  droits,  et  aux- 
quelles répondent  les  trois  valeurs  de  L données  par 
l’équation  ( q ).  Oü  est  assuré  d’ailleurs,  par  ce  qui  pré- 
cède, que  la  plus  grau  de  de  ces  trois  valeurs  sera  un 
maximum  , la  plus  petite  un  minimum  , et  que  la  valeur 
intermédiaire  ne  sera  ni  un  maximum  , ni  un  minimum , 
quoique  satisfaisant  à la  condition  de  rendre  nulle  la 
différentielle  du  premier  ordre  de  la  fonction  L.  ' 

Mais  on  peut  concevoir  que  les  trois  lignes  dont  il 
s’agit  coïncident  avçc  les  axes  des  x j des  y et  des  z , et 
si  cette  circonstance  avait  lieu,  les  trois  racines  de  l’é- 
quation (q)  seraient  alors  respectivement  égales  à A,  B 
et  G ; ce  qui  ne  pourrait  arriver  qu’autant  que  l’on  aurait 
F~0,  G=0  , et  H=0.  Donc,  si  les  trois  équations 

S.mya  = 0,  S.mjrz=0  , S.mxy  = 0 , 

subsistent , on  en  conclura  que  les  axes  des  coordonnées 
coïncident  avec  les  directions  des  lignes  par  rapport 
auxquelles  le  moment  d’inertie  est  un  maximum  ou  un 
minimum*;  et  comme  celte  coïncidence  est  toujours  pos- 
sible., il  s’ensuit  qu’on  peut  toujours  donner  aux  axes 
des  coordonnées  une  direction  telle  que  ces  trois  équa- 
tions soient  satisfaites. 

Nous  avons  d’ailleurs  nommé , dans  le  n”  284 , axes 
principaux , trois  lignes  qui  se  croisent  à angles  droits 
dans  un  point  quelconque  d’un  corps  solide,  et  telles 
qu’étant  prises  pour  axes  des  coordonnées , les  trois  équa- 
tions précédentes  sont  satisfaites.  On  voit  donc,  parce 
qui  précède , que  les  axes  principaux  ne  sont  autre  chose 
que  les  trois  axes  rectangulaires  qui  oql  été  déterminés 
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ci -dessus , dont  les  directions  sont  données  pur  les  équa- 
tions (gr)  et  (r),  et  à deux  desquels  répondent  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  de  tous  les  moments  d'inertie 
relatifs  à toutes  les  droites  qui  se  croisent  au  point  pris 
pour  origine  des  coordonnées. 

Propriétés  des  axes  principaux  relatives  aux  moments 
d’inertie. 

287.  Admettons  qüé  l’on  ait  pris  pour  axe  des  coor- 
données x , y,  z , les  axes  principaux  du  corps  solide  que 
l’on  considère  , qui  se  croisent  à l’origine  dés  coordon- 
nées- On  aura  donc , dans  la  formule  (p)  du  n'  285 , 
F=0,  G=0  , H^O,  et  A , B,  C-  seront  les  trois  mo- 
ments d’inertie  du  corps  relatifs  à ces  axes  principaux. 
La  formule  [p)  se  réduira  alors  à , . 

L=  Acos.’a+Bcos.’e+Cços.'y  ; 

en  sorte  que  le  moment  d’inertie  relatif  à udo  droite 
quelconque  passant  par  1 origine  des  coordonnées  se 
trouve  exprimé  d’une  manière  fort  simple  au  moyen  des 
trois  moments  d inertie  relatifs  aux  axes  principaux  qui 
se  croisent  à cette  origine,  et  des  angles  fotmés  avec 
ces  axes  par  la  droite  dont  il  s’agit.  Les  trois  axes  rectan- 
gulaires de  l’ellipsoïde  dont  il  a été  question  n°  285,  et 
dontlcs  rayons  ont  des  longueurs  réciproques  aux  racines 
carrées  des  moments  d’inertie  relatifs  à ces  rayons, 
coïncident  avec  les  axes  des  coordonnées.  L’équation  de 
la  surface  de  cet  ellipsoïde  se  réduit  à 

1 = A«M-BZ»m-Cc\  , . 

. 288.  Admettons  maintenant  qu’au  lieu  de  prendre  le 
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moment  d’inertie  par  rapport  à une  droite  passant  par 
l’origine  des  coordonnées,  on  veuille  le  prendre  par  rap- 
port à une  droite  passant  par  un  point  dont  les  coordon- 
nées sont  x„  y„  Z,  ; on  devra  remplacer  alors  x,  y,  z , par 
x — x„  y — -yr„  z — zt,  dans  les  formules  du  n*285,  de  sorte 
qu’en  désignant  toujours  par  * ,6,7  les  angles  formés 
par  la  ligne  dont  il  s'agit  avec  les  axes  des  coordonnées, 
le  moment  cherché  sera 

(x— xJ’sin.'x-K.r— ^O’sin.'e+fs— z.J’sin.y 
S . m — 2(x— x,  j (7— ^.Icos.o  cos . g— 2(x— x,)  (z  cos.  acos.7 

—2 (y— y,)  (z— z,)cos.^cos.y_ 

Mais  si  l’origine  des  coordonnées  x,  y , z était  placée 
au  centre  de  granité  du  corps  , on  aurait  alors  S.mx=0, 
S.m^=0  , S.mz=0;  et  en  vertu  de  ces  relations  , 
l’équation  précédente  deviendrait 

x’sin.’a+^sin.'ë+z’sin.  7 
— ’ixy  cos . acos.  (3  — 2xzcos . acos.7 — jJyzcos.  Scos . y 
+x,Vin  .’o+^/esin .’+ o,*sin . "7 
_ — 2xj',cos.acos.6 — 2x,z,  cos.  acos.7—  2^,^  cos.  6 cos.  7 

c’est-à-dire 

x*siu.,*-|-l7'’sin.’S+z,sin.‘y 

S . tn  — 2xycos.?co$.[i — 2xzcos. acos.7 — zoos. êcos,-/ 

■4 •xf+yî+z? — (x,cos.a+<7'1cos.€+zlcos.7)‘ 

La  première  partie  decette  formule  donne  la  valeur  du 
moment  d’inertie  du  corps  pris  par  rapport  à un  axe 
mené  parallèlement  à la  droite  proposée  par  l’origine  des 
coordonnées , origine  que  nous  supposons  placée  au  cen- 
tré de  gravité  de  ce  corps.  La  seconde  partie  donne  le 
produit  de  la  masse  entière  du  corps  par  le  carré  de  la 
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distance  de  la  ligne  proposée  à l'origine  des  coordonnées. 
On  conclut  donc  de  ce  résultat  que  , connaissant  le  mo- 
ment d’inertie  pris  par  rapport  à unedroitequelconque 
passant  par  le  centre  de  gravité  du  système  j on  aura  le 
moment  d’inertie  pour  toute  autre  ligne  parallèle  à 
celle-ci , en  ajoutant  au  premier  moment  le.produit  de  la 
masse  du  corps  par  le  carré  de  la  distance  des  deux 
droites. 

289.  D’après  la  formule  du  n°  287 , le  moment  d’inertie 

pris  par  rapport  à une  ligne  quelconque  passant  par  le 
centre'de  gravité  est  exprimé  par  • 

Acos.’a  + Bcos/,§-f  Ccos.'v , 

/ * . ■ . ' . 

A,  B , C représentant  les  moments  d’ipertie  pris  par 

rapport  aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  én  ce 
point , et  a , S , 7 les  angles  formés  par  la  ligne  dont  il 
s’agit  avec  ces  axes.  Le  moment  d’inertie  pris  par  rap- 
port à unedroitequelconque  parallèle  à celle-ci  sera' 
donc , d’après  le  n“  288  , exprimé  par 

Acos . ’« + Beos . *6 + Ccos . ’•/ + Md’ , 

M désignant  la  masse  totale  du  corps  , et  d la  distance 
de  ces  deux  droites  ; en  sorte  que  connaissant  seulement 
les  valeurs  des  trois  moments  d’inertie  relatifs  aux  trois 
axes  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  d’un  corps  , on 
détermine  facilement  le  moment  d’inertie  relatif  à toute 
autre  ligne.  • • » 

290.  Si  dans  l’expression 

L=Acos.’a + Beos.  ’ê-t-Ccos.’y 
du  u*  287,  on  suppose  A=B  , elle  se  réduit  à 

Ls=Asin.J7d-Ccos.’y  ; ' -, 


— a8i  — 


J’où  l’on  conclut  que  les  moments  d'inertie  relatifs  à 
deux  dès  axes  principaux  étant  égaux  entre  eux  , les 
moments  d’inertie  pris  par  rapport  à toutes  les  lignes 
formant  un  même  angle  avec  le  troisième  axe  sont  aussi 
égaux  entre  eux.  • 

291.  Si  l’on  supposé  A=B=C,  la  même  expression 

se  réduit  à L=A.  Ainsi  les  moments  d’inertie  relatifs 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  en  un  point 
quelconque  d’un  corps  étant  égaux  entre  eux,  tous  les 
moments  d’inertie  relatifs  à une  droite  quelconque  pas- 
sant par  le  même  point  sont  aussi  égaux  entre  eux.  Il  est 
aisé  de  reconnaître  d’ailleurs  que  si  les  moments  d’inertie 
sont  ainsi  égaux  pour  toutes  les  lignes  menées  par  un 
point  donné,  toutesces  lignes  seront  des  axes  principaux. 
En  effet  on  a trouvé  mi®  285  pour  l’expression  générale  du 
moment  d’inertie  pris  par  rapport  à une  droite  quel- 
conque, ' ‘ • 

L=S.n»[(^,-pz,)cos.Ja+{j:’4-z>)cos.Jë4-(x'I-ht,’)cos,’7 
— 2J*^cos.aCos.ë — 2.rïcos.acos.7 — S^zcos.êcos.y]  ; 

et  comme  les  moments  d’inertie  relatifs  aux  trois  axes 
sont  égaux  à A , on  a ici 

L=  A — 2S./n(^rj'cos.acos.ë+xzcos.acOs7+<yzcos.ecos.'/). 

Or  cette  expression  doit  se  réduire  à A,  quels  que  soient 
les  àngles  donc  on  doit  avoir  les  équations 

S.mxy=0,  Smxz—O,  Smyz—0 

.qui  .caractérisent  les  axes  principaux.  • 

292.  Examinons  quels  sont  les  points  de  l’espace 
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(tour  lesquels  les  axes  principaux  du  corps  solide  qui 
appartiennent  à ces  points  ont  des  directions  parallèles 
entre  elles.  Les  coordonnées  x,y>z,  étant  comptées  sur 
trois  axes  rectangulaires  quelconques  passant  par  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide,  désignons  par  xt,yt>zt, 
les  coordonnées  d’un  point  donné  m,  comptées  sur  les 
mêmes  axes.  . 

Les  trois  équations  . 

• - ' A • 

S.m(x — x,)  {y— y,) = 0 , S.m{x—x) (z — z,)==  0 , 

S.m  (y  y,)  (z— z,)  = 0 , 

exprimeront  la  condition  que  les  trois  droites  parallèles 
aux  axes  des  x,  des.  y et  des  z , qui  passent  'par  le  point 
mt  soient  les  trois  axes  principaux  appartenant  à ce 
point.  Or,  l’origine  des  coordonnées  x,y,z  étant  placée 
au  centre  de  gravité  du  corps,  on  a S.mtr=0,  S.i»y=0, 
S.mz=0,  et  les  équations  précédentes  se  réduisent  à 

S.mxy+MX'y^O,  S.ma.'z+Mx,z,=sO,  S.myz+Ky^z^O, 

M représentant  la  masse  entière  du  cor{>s.  On  voit  qu’il 
est  en  général  impossible  de  satisfaire  à ces  équations 
par  des  valeurs  différentes  de  xt,ylfz^  si  ce  n’est  par 
les  valeurs — xt, — — zr  D’où  l’on  conclut-qu’il  n’existe 
en  général  qu’un  seul  point  m dont  les  trois  axes  prin- 
cipaux soient  parallèles  à ceux  qui  appartiennent  au 
point  mt,  et  que  ce  point  m est  situé  de  manière  que  la 
ligne  mmi  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide. 

293.  Admettons  que  l’axe  des  z coïncide  avec  .l’un 
des  axes  principaux  du  corps  qui  appartiennent  à son 
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centre  de  gravité,  et  par  conséquent  que  le  plan  des 
xy  coïncide  ?rvec  le  plan  qui  contient  les  deux  autres 
axes  principaux  appartenant  à ce  centre.  Changeons 
les  coordonnées  x,y,z  en  d’autres  coordonnées  a,b,ç 

_ ' v , • 

comptées  sur  les  axes  principaux  dont  on  vient  de  par- 
1er.  En  nommant  0 l’angle  compris  entre  l’axe  des  a et 
celui  des  x , il  viendra 

• . *.  . J . 

,r  = acQ8.0-f  isin.9  , yz=zbcos.9 — asin.9  , z=ze  ; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations 
précédentes,  et  observant  que  S.mab—Q,  $.mac=07 
S.mbc=0 , on  aura 

S.m(b' — «’)taog.  294-M(A,'~ a,J)tang.29-|-iVla,i,==0, 

M(a,cos.  9+6^in.S)c,=  0,  — <3,»in.S)c,=0. 

% . • 

Supposons  actuellement  que  le  point  mt,  dont  les  coor- 
données sont  at>bl7ct,  soit  situé  dans  le  plan  des  ab.  Les 
deux  dernières  équations  seront  satisfaites,  à cause  de 
c==0,  et  la  première  restera  seule  pour  exprimer  la  re- 
lation qui  doit  subsister  entre  les  coordonnées  a,  et  b,i 
afin  que  les  tr°*s  axes  principaux,  appartenant  aux 
points  déterminés  par. ces  coordonnées  aient  des  direc- 
tions parallèles  entre  elles.  Il  est  clair  que  deux  de  ces 
axes  sont  situés  dans  le  plan  des  ai,  l’un  d’entre  eux 
formant  l’angle  9 avec  l'axe  des  a.  Le  troisième  est  per- 
pendiculaire à ce  plan  , ou  parallèle  à l’axe  principal 
appartenant  au  centre  de  gravité  du  corps  qui  coïncide 
avec  l’axe  des  c. 

L’équation  précédente  entre  at  et  bt  appartient  à une 
hyperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes  les  axes 
des  .r  et  des  y ; et  l'on  a : . 
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V— s— - V 


S m(a‘ — b‘ } 


M 


pour  les  coordonnées  des  points  où  cette  courbe  coupe 
lès  axes  des  a,  ou  des  b,.  L’une  de  ces  expressions  est 
toujours  réelle,  et  l’autre  toujours  imaginaire;  elles 
sont  indépendantes  de  l’angle  8. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  C (fig.  31)  étant  le 
centre  de  gravité  du  corps  solide,  et  Ca,  C b deux  des 
axes  principaux  appartenant  à ce  centre,  le  moment 
d’inertie  relatif  à l’axe  Ca  étant  supposé  plus  grand  que 
le  moment  d’inertie  relatif  à l’axe  Ci  ; si  l’on  a dans  le 
plan  de  ces  deux  axes  un  point  quelconque  m , que  l’on 
détermine  les  deux  axes  principaux  mp , mq  appartenant 
à ce  point  qui  seront  contenus  dans  le  même  plan  ; que 
l’on  mène- par  le  centre  C les  droites  C.r,  Cy  parallèles  à 
mp,mq,et  qu’en  fin  l’on  construise  l’hyperbole  équilatère 
passant  parle  point  m,  dont  ceslignes  sontlesasymptoles, 
tous  les  points  situés  sur  cette  hyperbole  auront  leur  trois 
axes  principaux  parallèles  à ceux  qui  appartiennent.au 
point  m.  De  plus,  toutes  les  hyperboles  ainsi  construites 
couperont  l’axe  Ca  eu  deux  points  D,D,  situés  à une 


distance  du  centre  C , exprimée  par 


y/ 


A— B 

M .! 


A et  B 


désignant  les  moments  d’inertie  relatifs  aux  axes  Ca  et 
CA.  Si  ces  deux  moments  d’inertie  étaient  égaux  , l’hy- 
perbole  équilatère  se  réduirait  au  système  de  deux 
lignes  droites  perpendiculaires  l’une  à l’autre,  dont 
l’une  serait  tracée  du  point  m au  centre  C,  et  qui  dé- 
termineraient les  directions  des  axes  principaux  appar-r 
tenant  au  point  m.  . 
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•294.  Admettons  maintenant  que  les  trois  axes  des  x, 
des  y et  des  z du  n°  292  coïncident  avec  les  trois  axes 
principaux  appartenant  au  centre  de  gravité  du  corps, 
et  supposons  que  le  point  m soit  pris  sur  l'un  de  ces 
axes.  On  aura  alors  S.mxy^O,  S.mxz=0,  S.myz=0 , 
et  deux  des  coordonnées  xl,yl,zl  seront  nulles.  Les  trois 
équations  posées  dans  ce  n°  pour  exprimer  la  con- 
dition que  les  axes  des  x,  des  y et  des  z soient  paral- 
lèles aux  axes  principaux,  appartenant  au  point  m,  se 
trouveront  donc  satisfaites.  D’où  l’on  conclut  que  pour 
tous  les  points  situés  sur  les  axes  principaux  qui  se 
croisent  au  centre  de  gravité  d’un  corps,  les  axes  prin- 
cipaux sont  parallèles  aux  premiers. 

295.  On  peut  demander  d’ailleurs  de  déterminer  les 
points  d’un  corps,  s’il  en  existe,  pour  lesquels  toutes 
les  droites  qui  se  croisent  en  ces  points  soient  des  axes 
principaux  , et  pour  lesquels  , par  conséquent , les  mo- 
ments d’iner'tie  pris  par  rapport  «à ces  lignes  soient  égaux 
entre  eux.  Admettons  que  les  axes  des  coordonnées  x, 
y,  z coïncident  avec  les  axes  principaux  du  corps  qui  se 
croisenten  son  centrede  gravité  : on  aura  les  conditions 

S.mjr=0  , S.my  = 0 , S.mz  = 0 , 

S.mjy',=0 , S.mxz=0  r S.wy'z=0; 

et  de  plus  en  appelant  A,  B,  Clés  trois  moments  d’inertie 
pris  par  rapport  aux  axes  principaux  qui  se  croisent  au 
centre  de  gravité , 

A=S.m(iy,+z’) , B=S.m(x’+z’) , C=S.m(x,+.r*). 
Cela  posé,  si  les  parallèles  menées  aux  axes  primitifs 
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par  le  point  qui  a pour  coordonnées  x , y,  z'  sont  des 
axes  principaux , on  aura  . ‘ , . 

Sm(jr — X?)  (jr — y)=0  , Sm(x — =0 , 

. Sm(jr — jr1)  (a — a,)=  0. . 

Ces  équations  se  réduisent , en  vertu  des  conditions  pré- 
cédentes, à 

x’y=Q,  •z's—0 , yt!z=Q. 

Celles-ci  ne  peuvent  être  satisfaites  à moins  que  deux 
des  quantités  a/,  y , z'  ne  soient  nullcs;  d'où  l’on  conclut 
en  premier  lieu  que  les  points  cherchés,  s’ils  existent, 
sont  situés  sur  l'un  des  axes  principaux  qui  se  croisent 
au  centre  de  gravité. 

Supposons  nulles  les  Coordonnées  y et  z' , en  sorte 
que  les  points  cherchés  doivent  se  trouver  placés  sur 
l’axe  des  x.  En  désignant  par  A',  B',  C'  les  moments 
d’inertie  pris  par  rapport  à trois  axes  passant  par  l’un 
de  ces  points  et  parallèles  aux  axes  principaux  qui  se 
croisent  au  centre  de  gravité,  on  aura  d’après  le  n»  289 
A'=A,  B'=B-f-M.r",  C'^C+M-r".  • 

Et  puisque  les  trois  moments  d’inertie  A',  F,  C'  doivent 
être  égaux  entre  eux  , 

A — B A-C 

7 M ~ M 

L’existence  de  la  propriété  dont  il  s’agit  exige  donc 
1*  que  les  deux  moments  d’inertie  B et  C soient  égaux 
entre  eux  , 2°  que  A soit  plus  grand  que  B et  C.  Ainsi 
les  points  tels  que  toutes  les  lignes  qui  s’y  croisent  sont 
des  axes  principaux  ne  peuvent  subsister  à moins  que 
les  deux  plus  petits  moments  d’inertie  pris  par  rapport 
aux  axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité 
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du  corp9  ne  soient  égaux  entre  eux  ; et  si  cette  condi- 
tionalieu,  il  existera  deux  de  ces  points  placés  sur  l’axe 
principal  par  rapport  auquel  est  pris  le  plus  grand  mo- 
ment, à une  distance  du  centre  de  gravité  exprimée  par 

la  formule  x = dfc\  / ^ ^ 

V M 

Si  les  trois  moments  A , B,  C étaient  égaux  entre 
eux , le  centre  de  gravité  serait  le  seul  point  du  corps 
pour  lequel  toutes  les  lignes  qui  s’y  croisent  pré- 
sentassent la  propriété  qui  appartient  aux  axes  prin- 
cipaux. 

Évaluation  des  moments  d’inertie. 


296.  L'évaluation  du’moment  d’inertie  d’un  système 
de  points  matériels  formant  un  corps  solide,  ce  moment 
étant  pris  paT  rapport  à un  axé  quelconque,  est  ramenée 
dans  le  n°  289  à la  détermination  des  valeurs  des  trois 
moments  d’inertie  pris  par  rapport  aux  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centre  de  gravité,  et  dont  l'un  dès  trois 
est  nécessairement  le  plus  petit  des  moments  d’inertie 
qui  puissent  appartenir  au  corps.  Le  calcul  de  la  valeur 
d’un  moment  d’inertie,  exprimé  en  général  par  S mr’t 
rn  désignant  la  masse  d’un  des  points  matériels  du  sys- 
tème, et  r la  distance  de  ce  point  à l’axe  par  rapport  au- 
quel est  pris  le  moment , ne  présente  d’ailleurs  aucune 
difficulté.  S’il  s’agit,  non  pas  d’un  assemblage  de  points 
matériels  placés  à certaines  distances  les  uns  des  autres, 
mais  d’un  corps  continu,  la  somme  désignée  par  S de- 
viendra une  intégrale  définie  qui  peut  prendre  diverses 
formes  suivant  le  système  de  coordonnées  que  l’on 
adopte.  En  conservant  les  coordonnées  rectangulaires, 
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et  désignant  par  p la  valeur  de  la  niasse  de  l'unité 
de  volume  de  la  matière  du  corps  qui  a lieu  dans  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z , on  anra  évi- 
demment 

jV 

pour  l’expression  générale  du  moment  d’inertie  pris  par 
rapport  à l’axe  des  z.  Les  limites  des  intégrales  sont  dé- 
terminées par  les  valeurs  des  coordonnées  qqi  appartien- 
nent à la  surface  du  corps,  conformément  à ce  qui  a été 
dit  n°76.  Nous  présenterons  quelques  exemples  des  cal- 
culs de  ce  genre. 

297.  Soit  un  parallélipipède  rectangle  homogène 
dont  le  centre  est  placé  à l’origine  des  coordonnées,  et 
dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes.  En  désignant  * 
respectivement  par  a,  b,  c les  demi-longueurs  des  arêtes 
dirigées  parallèlement  aux  x,  aux  y et  aux  z,  l’expression 
du  moment  d’inertié  pris  par  rapport  à un  axe  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  et  parallèle  à l’arête  c 
sera 

dz[x'-\-y')=-^.abc(ay—b')-, 

ou  en  désignant  par  M la  masse  entière  du  corps. 

j M(a'-b'). 

Si  le  moment  d’inertie  était  pris  par  rapport  à une  des 
arêtes  c,  sa  valeur  serait 

. 4 
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Il  est  visible  d'ailleurs  que  les  trois  axes  menés  par 
le  centre  parallèlement  aux  arêtes  sont  ici  les  axes 
principaux  ; que  le  plus  grand  des  trois  moments 
d’inertie  relatifs  à ces  axes  appartient  à l’axe  parallèle 
à la  plus  petitp  arête  ; et  que  le  plus  petit  des  trois  mo- 
ments’d’inertie  dont  il  s’agit,  appartient  à l’axe  parallèle 
à la  plus  grande.  De  plus , si  c est  la  plus  petite 
arête,  et  si  les  arêtes  a.,  b sont  égales  entre  elles,  l’axe 
des  a contient  deux  points  tels  que  toutes  les  droites  qui 
s’y  croisent  sont  des  axes  principaux.  Lesdistanèesde  ces 
points  à l’origine  ont  pour  expression  , conformément  à 

\ T 

ce  qu’on  a vu  n"  295,  x=±\/  — c’). 

298.  Considérons  un  solide  de  révolution  dont  l'axe 
coïncide  avec  l’axe  des  z.  Le  moment  d’inertie  pris 
par  rapport  à cet  axe  pourra  s’exprimer  par  l’intégrale 
double 


2*  J dx  xl  ^dz.p  , 


2rt 


U[ 


dx.px? , 


r.  représentant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

299.  Si  .ce  solide  est  un  cône  tronqué  décrit  par  le 
trapèze  AMNC  ( fig.  32)  , on  aura  en  appelant  a le 
rayon  AM  de  la  petite  base,  et  0 l’angle  au  centre  , 
jr=a-(-ztang.9 

pour  l’équation  de  l’arête  MN.  La  formule  précédente 
deviendra  donc,  p étant  supposée  constante,  et  la  hau- 
teur AC  du  cône  tronqué  étant  désignée  parc, 

rc  ra-\-z  tang.O 
2 tt.p  I dz  I dx.x 3, 

19 
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fc’est-à-dire  , > . • 

n çe  , ' | 1t  (a 

.«  • a- -^J  *(«+*tang.#)^=.-.j>  — 

Cette  expression  du  moment  d’inertie  d'un  cône  tron- 
qué pris  par  rapport  à son  axe  donne  pour  un  cône  en- 
tier, en  faisant  «=0 , 

i^‘*pc'tan6,<9' 

La  même  expression  devient , en  faisant  6=0 , 

Y -faic  » 

pour  la  valeur  du  moment  d’inertie  d’un  cylindre  droit 
pris  par  rapport  à son  axe,  a étant  le  rayon  de  la  base , 
et  c ,1a  hauteur  de  ce  cylindre.  Le  moment  d’inertie  du 
même  cylindre  , pris  par  rapport  à une  arête  f est 


300.  Si  le  solide  est  une  sphère  dont  le  rayon  est 
représenté  par  a,  on  a 

x=[/a‘—z' , 

et,  ce  solide  étant  toujours  supposé  homogène , la  for- 
mule du  n°  298  donne , pour  l’expression  du  moment 
d’inertie  pris  par  rapport  à un  diamètre, 

ra  pX/aï-z* 

2irp  J dz J dx.x3  ; 

ou  bien  ' 

—■  .p  f dz(a*— 2aV-f-z<)  = ^ . pa i‘, 

* J -a  *5 


-j-etang.#)' — a1 
tang.6  • 
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Cette  formule  revient  à |Ma’,  M désignant  la  masse  de 
la  sphèrè.  Le  moment  d’inertie  pris  par  rapport  à une 
ligne  tangente  à la  surface  de  la  sphère  est 


28* 

.15 


301.  Cherchons  enfin  l’expression  des  moments  d’iner- 
tie d'un  ellipsoïde  homogène  pris  par  rapport  aux  trois 
axes  de  ce  corps , qui  sont  évidemment  les  axes  princi- 
paux passant  au  centre  de  gravité.  * Les  demi- 
diamètres  dirigés  dans  le  sens  des  a:,  des  y et  des  z 
étant  représentés  respectivement  par  a , b , c , et  l’ori- 
gine des  coordonnées  étant  placée  au  centre , l’équation 
de  la  surface  de  l’ellipsoïde  est 


5- JL.*  4-1=1- 


d’pù  l’on  déduit 


Par  conséquent,  la  formule  du  n°  29G  donne  pour  l'ex- 
pression du  moment  d’inertie  pris  par  rapport  à l’axe 
des  z,  en  effectuant  d’abord  l’intégration  par  rapport 


2J3.C  jdx  jtiy  {*'+.)  ')  y/  1 > 


qui  peut  s écrire  : 
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Considérons  l’intégrale 

dont  les  limites  doivent  être  les  valeurs  dey  en  x don- 
nées par  l’équation  •à‘y1=ab1  qui  appartient  à l’in- 
tersection du  plan  des  xy  avec  la  surface  de  l’ellipsoïde, 

c’est-à-dire  y—±b^ j fL-  Si  l’on  fait,  pour  abréger, 

. a * ■ 

,-=by/\  x f cette  intégrale  pourra  s’écrire  : 

et  domine  la  quantité  j dy[/r7—y'  équivaut  à l’aire 

d’un  demi-cercle  dont  le  rayon  est  r , on  voit  que  la  va- 
leur d e l’intégrale  dont  il  s’agi  t est 

5- ’A'-i) 

On  aura  donc , d’après  cela , • 

jdx  ^jéX/*-^ J)  ’ 

et  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  à x entre  les 
limites  — a et  a , il  viendra  définitivement 

j s a>b- 

On  aura  de  la  même  manière 
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‘-S  -p-s**’- 

ainsi  le  moment  d’inertie  cherché  est 

^ .j3a6c(a’4-6’).  ( . 

Comtne  le  volume  de  l’ellipsoïde- est  -*  abc  , on  voit 

3 

d’après  les  résultats  précédents  , qu’en  désignai nt’par  M 
la  masse  totale  dé  ce  corps,  on  a respectivement 

-i-M(A*+c’)\  _1_M(«*+C“),  ~ M(u‘-f  6’)  , 

pour  tes  trois  motqents  d’inertie  pris  par  rapport  aux 
axes  dont  les  demi-longueurs  sont  a,  b et  c. 

Si  a est  le  plus  grand  des  trois  demi-axes  , le  moment 
d’inertie  jM(#*-j-c2)  est  le  plus  petit  des  trois  moments 
d'inertie  précédents  , et  par  conséquent  le  plus  petiX  des 
moments  d’inertie  par  rapport  h une  droite  quelconque. 
Si  c est  le  plus  petit  des  demi-axes , le  moment  d’i- 
nertie (a’-fè3)  est  au  contraire  le  plus  grand  des 
trois  moments  d’inertig  relatifs  aux  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centre  du  corps,  et  par  conséquent 
le  plus  grand  des  trois  moments  d’inertie  relatifs  à 
toutes  les  lignes  qui  peuvent  être  menées  par  ce  cen- 
tre. Si  les  demi-axes  a et  b sont  égaux  , en  sorte  que 
le  corps  soit  un  ellipsoïde  de  révolution  , et  si  de  plus 
le  demi-axe  c autour  duquel  la  surface  est  décrite 
est  plus  petit  que  a et  A,  le-  plus  grand  des  inonaents 
d’inertie  étant  alors  |Mn,,.etles  deux  autres  moments 
d’inertie  étant  , il  existe,  d’après  le  1*" 295 
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deux  point  situés  sur  l'axe  de  révolution  de  part  et  d’autre 

du  centre,  à.  la  distance  \s\{a‘ — c2).  de  ce  centre , tels 
que  toutes  les  droites  qui  peuvent  être  menées  par  ces 
points  sont  dès  axes  principaux  *. 

Mouvement  d’un  corps  pesant  autour  d'un  axe  fixe 
horizontal.  Centre  d'oscillation. 

302-  Considérons  un  corps  solide  soumis  à l’action  de 
la  gravité  s et  tournant  autour  d’un  axe  horizontal  A 
(fig.  33)  supposé  fixe.  Soit  AB  la. trace  d’un  plan  ver- 
tical passant  par  cet  axe , le  mouvement  du  corps  doit 
satisfaire  à l’équation  différentielle 
. • dv  S.P p 

dt  S.  nid 1 

donnée  n°  279.  En  désignant  par  G la  position  du  centre 
de  gravité  du  corps  au  bout  du  temps  t,  par  6 l’angle 
BAG , par  c la  distance  AG , et  par  M la  masse  totale  du 
corps , on  a 

di 

v— — — , S.Pp=Mg'.csirt.9  , 

• Clt 


et  cette  équation  devient 


d’fj  Mge 

dt ' S. nid 


sin.fi. 


Eu  multipliant  les  deux  membres  par  do  et  intégrant 
on  trouve 


aftlg’c 

S.md 


cos.fi-j-co/uf. 


' Le»  résultat»  précédent»,  et  un  grand  nombre  d’autres,  sont 
contenus  ' dans  la  formule  de  M.  Diricblet.  Voyez  les  Leçons 
<l'Ànnljrse  , p.  817. 
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Soit  o la  valeur  initiale  de  l’angle  0 , et  V la  valeur  ini- 
tiale de  la  vitesse  angulaire  : on  aura 


Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à dtet  inté- 
grée fera  connaître  la  relation  entre  t et  9 , et  par  con- 
séquent la  nature  du  mouvement  du  corps. 

303.  Si Ton  considérait  le  mouvement  d’un  seul  point 
matériel  pesant,  placé  à la  distance  R de  l’axe  de  rota- 
tion , on  aurait  pour  l’équation,  du  mouvement  de  ce' 

» . t * ' . .4 

point  • • 

(f)=V,^R(COS'®“COS-0)’ 


comme  on  peut  le  conclure  du  n*  168.  On  voit  par  là 
qu'un’  corps  solide  pesant  prend  autour  d’un  axe  fixe 
horizontal  le  même  mouvement  qu’affecterait  Un  point 
matériel  assujetti  à décrire  autour  de  cet  axe  un  cercle 
ayant  pour  rayon 


R= 


S.mr’ 
Mc  ' 


Soit  MA*  le  moment  d’inertie  du  corps  pris  par  rap- 
port à une  ligne  menée  par  son  centre  de  gravité  paral- 
rallèlement  à l’axe  fixe  on  aura  d’après  le  n°  292 
S.m/,J=M(c’-t-A’)  ; et  par  conséquent  le  rayon  dont  il 
s’agit  a pour  valeur 


' Un  corps  solide , d’une  figure  quelconque,  oscillant 
autour  d’un  axe  horizontal  est  nommé. pendule  composé, 
par  opposition  au  pendule  simple  formé  par.  un  seul 
point  matériel  suspendu  à un  fil' sans  masse.  La  durée 
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des  oscillation  du  pendule  simple  est  égale  à la  dürée 
des  oscillations  du  pendule  composé , lorsque  la  longueur 

t fl.  f ' i > c’+k'  ‘ 

du  fil  est  égalé  a — - — . 

, 304.  On  a nommé  centre  d’ oscillation  dans  un  corps 
qui  oscille  autour  d’urt  axe  fisc  horizontal  un  point 
dans  lequel  on  pourrait  supposer  concentrée  la  masse 
entière  du  corps  sans  altérer  la  nature  et  la  durée  des 
oscillations.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  , que  tôus  les 
•points  situés  dans  un  plan  passant  par  l’axe  fixe  et  par 
le  .centre  de  gravité,  et  dont  la  distance  à l’axe  fixe  est 

c'+h'  ’ . , 

égale  à — — , présentent  la  propriété  dont  il  s’agif. 

On  peut  remarquer  de  plus  que  la  relation  du  centre 
d’oscillation  au  centre  de  suspension  est  réciproque, 
en  sorte  que  le  centre  de  suspension  deviendrait  centre 
d’oscillation  si  le  centre  d’oscillation  devenait  centre  de 
suspension.  En  effet  la  distance  du  centre  de  gravité  au 


c’-f-A’ 


c—  — , la  formule 


centce.de  suspension  étant 

précédente  appliquée  au  cas  où  le  centre  d’oscillation 
deviendrait  centre  de  suspension , donne 


k“ 

C 


A’-f-c * 
•c 


305.  Il  existe  d’ailleurs  dans  un  corps  solide  une  infi- 
nité de  droites  telles  qu’en  les  prenant  pour  axes  de  sus- 
pension, ce  corps  fera  toujours  autour  de  cfes  lignes  des 
oscillations  dont  les  durées  sont  égales  entre  elles.  Dé- 
signons par  ie, 6 V7  les  angles  que  forme  avec  les  trois 
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axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  du 
corps  une  parallèle  à l’axe  fixe  menée  par  ce  centre  de 
gravité,  et  par  A,B.,C  les  moments  d’inertie  pris  par 
rapport  à ces  axes  principaux.  On  aura,  d’après  le 
n°  290,  MA^Acos.'a-j-Bcos.’S^f-Ccos.’v;  et  par  conséquent 

Àcos.’a-I-Bcos.’e-I-  Ccos'.v+Mc’ 

Mc  1 

pour  la  longueur  du  pendule  simple , dont  les  oscilla- 
tions auraient  une  durée  égale  à celles  du  corps  proposé. 
Or  on  peut  faire  varier  d’une  infinité  de  manières  les' 
valeurs  des  quantités  «,€,-/  etc,  en  conservant  toujours 
la  même  valeur  à l’expression  précédente. 

Soit  A le  plus  petit  des  trois  moments  d’inertie 
A,B,C.  La  longueur  c restant  constante  , Ta  (dus  petite 
valeur  de  l’expression  précédente  sera 

A-j-Mc* 

“Mc-  ’ 

et  le  minimum  de  cette  dernière  expression  répond  à 

c=\/±  Ainsi  les  axes  de  suspension  autour  des- 
quels un  corps  solide  exécute  les  oscillations  dont 
la  durée  est  la  moindre  possible,  sont  parallèles  a 
celui  des  axes  principaux  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité auquel  répond  le  plus  petit  des  trois  moments 
d’inertie,  et  sont  distants  de  cet  axe  principal  de  la 

/ Â"  ’ . r ■ 

quantité  V — , Adésignant  ce  moment  d’inertie  mini- 
mum. La  longueur  du  pendule  simple  dont  les  oscilla- 
tions ont  cette  moindre  durée  est  2'^/  jj-. 
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Mouvement  d’un  corps  solide  autour  d’un  axe  fixe,  pro- 
duit par  une  impulsion:  Centre  de  percussion. 

• ■ ■ . * 

306.  Considérons,  comme  dans  tes  h°*  277  et  suivants, 
un  corps  solide  assujetti  à tourner  autour  d’un  axe  fixe 
que  nous  supposons  coïncider  avec  l’axe  des  x.  Le  mou- 
vement de  ce  corps  sera  déterminé , comme  on  l’a  vit , 
n°  279,  par  l’équation  différentielle 

dv  S.P/>  • • 

dt  S.mr'  ’ 

dans  laquelle  v est  la  vitesse  angulaire  du  corps  à la 
fin  du  temps  t,  S.Pjs  la  somme  des  moments  des  forces 
qui,  sollicitent  le  corps,  ces  moments  étant  pris  par 
rapport  à l’axe  fixe,  et  S.mr*' le  moment  d’inertie  du 
corps  par  rapport  au  même  axe.  Cette  équation  fera 
connaître,  par  l’intégration,  le  mouvemebt  du  corps, 
lorsque  la  position  et  la  vitesse  initiales,  de  ce  corps  se- 
ront données. 

Nous  admettrons  maintenant  que  lé  corps  , étant  im- 
mobile , reçoit  instantanément  une  impulsion  qui  le 
met  en  mouvement.  Il  s’agit  de  déterminer  la  vites’se 
qu’il  prendra  par  l’effet  de  cette  impulsion  , et  les  efforts 
que  devra  supporter  l’axe  fixe  à l’instantoù  elle  est  don- 
née. 

. Relativement  au  sens  que  l'on- -doit  attacher  au  mot 
impulsion  , nous  remarquerons  qu’un  corps  solide 
étant  supposé  immobile  , on  peut  concevoir  qu’un 
ellort  très -grand  est  exercé  pendant  ûn  temps  fort 
petit  sur  un  point  de  la  surface  de  ce  corps.  Soit  F 
cet  effort  ( constant  ou  variable  avec  le  temps  j évalué 
en  unités  de  poids,  et  r la  durée  très -petite  «lu 


Digitized  by  Google 


— 399  ~ 


temps  pendant  lequel  il  est  exercé.  Si  l’effort  F était 
exercé  contre  un  point  matériel  dont  la  masse  tût  m , 
et  qui  lui  cédât  * librement , on  aurait , en  appe- 
lant u la  vitesse  acquise  par  ce  point  à la  fin  du 
du  •,  * 

temps  t , m—=  F , par  conséquent  mdu=Fdt,.et,  à la 


fin  du'  temps  t,  mu—  | F dt.  On  voit  que  l’intégrale 

• • O 

| F dt  représente  la  quantité  de  mouvement  qui  peut 
J o • 

être  produite  par  l’action  que  nous  considérons  ici , et 
qui  est  la  mesure/le  celte  action.  Nous  pouvons  poser 

pour  abréger  I "F<&=<t>;  <j>  désignera  Ja  quantité  de 

• • o 


mouvement  imprimée,  dans  ladirection  del’efTort  F,  par 
l’action  dont  il  s’agit,  et  s’exprimera  généralement  par 
le  produit  d’une  masse  par  une  vitesse.  Ces  notions  sont 
conformes  à ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  258. 

Ajoutons  d’ailleurs  qu'une  impulsion  est  souvent  pro- 
duite par  un  choc,  c’est-à-dire  par  un  corps  en  mouve- 
ment qui  viendrait  frapper  le  corps  que  l’ou  considère. 
11  est  évident  que  dans  .ce  cas  une  certaine  quantité 
de  mouvement  est  imprimée  par  l’efl’et  du  choc  à 
chaque  corps,  en  sens  opposés,  et  dans  la  direction 
de  la  normale  commune  aux  deux  surfaces  menée 
par  le  point  de  Contact,  Ainsi  l’elfet  d’un,  choc  sur  un 
corps  peut  toujours  être  représenté  en  admettant  qu’une 
quantitéde  mouvement  ♦ est  imprimée,'  dans  une  di- 
rection _ donnée , en  un  certain  point  de  ce  corps. 
Mais  la  grandeur  de  la  quantité  * ne  pourrait  être 
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connue  quau  moyen  d’une  solution  spéciale  de  la 
question,  semblable  à celle  qui  a été  donnée  dans  l'Ar- 
ticle XIX. 

Enfin  nous  observerons  que  si  le.  corps  considéré 
a été  frappé  par  un  -autre  corps  ayant  une  masse 
m et  une  vitesse  V,  et  si  après  le  choc  les  deux  corps 
demeurent  adhérents  et  ne  forment  qu’un  seul  sys- 
tème solide  , on  pourra  regarder  ce  système  comme 
ayant  reçu  une  impulsion  * = mV,  et  déterminer  en 
conséquence,  comme  on  va  le  voir  tout  à l’heure,  le 
mouvement  qui  aura  lieu  immédiatement  apçès  le 
choc.  L’impulsion  * devra  être  censée  appliquée  au 
centre  de  gravité  du  second  corps,  et  dirigée  dans  le 
sens  du  mouvement  de  ce  centre  de  gravité. 

Cela  posé,  nous  représenterons  par 


* la  quantité  de  mouvement  imprimée  par  la  force 
qui  produit  l’impulsion  ; 

ïv  5,  les  coordonnées  du  point  du  corps  où  cette  force 
est  appliquée; 

€,  y,  les  angles  formées  par  sa  direction  avec  les  axes 
, ‘les  x,  des  y et  des  z; 

la  plus  courte  distance  de  la  direction  de  cette 


, ™t-me  force  à laxe  des  x avec  lequel  coïncide 
i a*e  fixe  autour  duquel  le  corps  est  assujetti  à se 
mouvoir; 

^ la  vitesse  angulaire  avec  laquelle  le  corps  com- 
mence à tourner  autour  de  l’axe  fixe  par  l’eflet 
de  l’impulsion. 


En  se  rappelant  que  d’après  le  n»  258  la  quantité 
de  mouvement  prise  par  le  corps  doit  faire  équilibre 
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autour  de  l’axe  fixe  à la  quantité  de  mouvement  qui 
fui  est  imprimée,  on  aura  comme  dans  les  n"  277  et  279, 
l'équation  * . 

’V.S.mr'—Q  (Çcos.6 — n cos. 7)=  <t>.®sin.a , 

S. mr*  désignant  toujours  le  moment  d’inertie  du  corps 
solide  pris  par  rapport  à l’axe  fixe.  Par  conséquent  la 
valeur  de  V déduite  de  cette  équation,  c’est-à-dire 


v 4>(Çcos.6 — kcos.'/) 

. W 


't’.'îrsin.a 
S mr'  ’ 


donnera  la  vitesse  angulaire  initiale  qui  devra  être  at- 
tribuée au  corps  lorsqu’on  voudra  déterminer  le  mou- 
vement qu’il  prendra  après  l’impulsion. 

â 

307.  A l’égard  des  efforts  exercés  sur  l’axe  fixe  à l’in- 
stant où  l'impulsion  a lieu,  elï'orts  dont  la  considération 
est  importante  dans  diverses  applications,  on  reconnaît 
également  d’après  les  n0>  277  et  suivants  ; l°qu’un effort 
exprimé  par  * cos.  a est  exercé  parallèlement  à l’axe  fixe 
surjes  points  d’appui  qui  s’opposent  au  glissement  du 
corps  dans  le  sens  de  cet  axe. 

2°  Que  des  efforts  sont  exercés  perpendiculairement 
à l’axe  fixe,  dans  le  sens  des  y,  dont  la  somme  a pour 
valeur  . • 

4>cos.S — V.S.mz , 


et  dont  la  somme  des  moments  pris  par  rapport  à l’axe 
des  z a pour  valeur 

<t>.Ç  cos. 6 — y.S.mxz. 


3°  Enfin  que  des  effort  sont  .exercés  perpendicidaire- 
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ment  à l'axe  fixe,  dans  le  sens  des  i,  dont  la  somme 
est  . w 

. , <J>cos.7-j-V.S.my, . 


et  dont  la  somme  des  moments  pris  par  rapport  à l’axe  des 
z a pour  expression 

, . ♦.fcos.y-j-V.S./n.r.y.  • 


308.  D’après  cela  , si  l’on  veut  que  la  somme  des  ef- 
forts exercés  sur  l’axe  .fixe  soit  nulle,  il  faudra  d’abord 
poser  cos.  a=0,  afin  que  l’elïort  exercé  parallèlement  à 
cet  aie  soit  nul  , en  sorte  que  la  direction  .de  l’im- 
pulsion devra  être  perpendiculaire  à l’axe  fixe.  Cette 
' première  équation  étant  satisfaite,  on  posera  eusnite 


les  équations 


'ür.â.wia  • ‘st.S.m 

— - =0,  cos.y-f-  ^ -, 

S.mr  b.mr 


d'où  l’on  dé,duit,  à cause  dé  cos.*S-}-cos.J7=l , 


cos  .7 
cos  .'6 


et  = 


V/  (S.mj'-)'-f(S.wt)’ 


S.mr’ 
"Mc"  ’ 


en  désignant  comme  dans  le  n°  302  par  M la  massd  en- 
tière du  corps  et  par  c la  distance  de  son  centre  de  gra- 
vité â l’axe  fixe.  Il  résulte  de  ces  dernières  équations 
1»  que  la  direction  de  l’impulsion  devra  être  perpen- 
diculaire au  plan  mené  par  l’axe  fixe  et  par  le  centre 
de  gravité  du  corps;  2°  que  la  distance  de  la  direction 
de  l’impulsion  il  l’axe  fixe  devra  être  égale. au  moment 
d’inertie  du  corps  pris  par  rapport  à l'axe  fixe  divisé  par 
le  produit  de  sa  masse  par  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité de  ce  corps  à l’axe  fixe. 

Mais  a près  que  l’on  a exprimé  que la  sons  me  des  efforts 
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exercés  sur  l’axe  fixe  est  nulle,  il  n'en  résulte  pas  néces- 
sairement que  cet  axe  ne  supporte  aucune  action , parce 
qu’il  serait  possible  que  les  efforts  dont  ibs’agit  formas- 
sent des  couples.  Si  l’on  veut  donc  que  l’axe  fixe  ne  soit 
sollicité  à l’instant  de  l’impulsion  ni  par.aucune  force  ni 
par  aucun  couple,  il  faudra  écrire  de  plus 


'sr.S./nxz  . «nr.S.mxe 

. Çcos’8“  ~s^P~  =0’  Çoos'7+-  =0’ 

ou  en  mettant  pour  cos.  g et  cos. -/  leurs  valeurs  déduites 
des  équations  précédentes. 

Ç.S.mz— S.mxz  = 0 , ij.S.tfiy — S.mxy  — O 

et  par  conséquent 


5= 


S.mxz  S .mxy  • 


S mz 


S.my 


On  ne  peut  en  général  satisfaire  à cette  double  équation 
sans  supposernullesàla  fois  les  quantités  S. mxy,  S.mxz 
et  Ç;  d’où  il  résulte  que  l’axe  fixe  doit  être  un  des 
axes  principaux  du  corps  qui  se  croisent  au  point  où^ cet 
axe  est  rencontré  par  le  plan  qui  contient  la  direction 
de  l’impulsion.  Cette  condition  réunie  aux  deux  précé- 
dentes établit  d’une  manière  complète  qu’il  n’existe  au* 
cun  effort  exercé  sur  l’axe  fixe  à l’instant  où  l’impulsion 
es  produite.  * 

309.  Les  géomètres  ont  appelé  Centre  de  percussion 
d’un  corps  tournant  autour  d’un  axe  fixe  un  point  lél , 
qu’une  force  appliquée  à ce  point,  en  sens  contraire 
de  son  mouvement , détruirait  entièrement  le  mouve- 
ment du  corps , en  sorte  que  l’axe  fixe  ne  supporterait 
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nucun  eflort  à l'instant  de  celte' destruction.  On  voit  fa- 
cilement d’après  ce  qui  précède  que  le  centre  de  per- 
cussion est  pjacé  dans  le  plan  qui  contient  l’axe  fixe 
et  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  que  sa  distance  à 

* S nxt*  '* 

l’axe  fixe  est  — . Mais  pour  que  la  condition  énon- 

Mc 

cée  puisse  être  satisfaite,  il  faut  que  l’axe  fixé  soit  un 
axe  principal.  Si  cela  a lieu,  le  centre  de  percussion 
est  placé  sur  l’intersection  du  plan  des  deux  autres 
axes  principaux  avec  le  plan  qui  contient  cet  axe 
et  le  centre  de  gravité  du  corps.  On  reconnaît  d’ail- 
leurs, d’après  le  304,  que  la  distance  du  centre  de 
percussion  à l’axe  fixe  est  égale  à celle  du  centre  d’os  - 
cillation  à ce  même  axe  : mais  ces  deux  points,  dont 
la  considération  se  rapporte  à des  propriétés  méca- 
niques tout  à fait  distinctes,  ne  doivent  pas  être  con- 
fondus. • . 


310.  Si  le  corps  peut  être  partagé  en  dèux  parties 
égales  et  symélriques  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe  fixe,  cet  axe  sera  un  des  axes  principaux  appar- 
tenant au  point  où  il  rencontre  ce  plan.  Le  même  plan 
contiendra  d’ailleurs  le  centre  de  gravité  du  corps.  Ainsi 
ii n choc  exercé  contre  le. corps  ne  produira  alors  aucun 
^fiorLsur  l’axe  fixe , si  la  direction  dé  l’impulsion  est 
contenue  dans  le  plan  dont  il  s’agit,*  si  elle  est  perpen- 
diculaire à la  ligne  menée  du  centre  de  gravité  à l’axe  * 

fixe,  et  si  élite  rencontre  cette  liene à la  distance 
de  l’axe  fixe. 

311.  Lorsqu'un  corjis  solide  assujetti  à tourner  au- 
tour d’un  axe  fixe , a reçu  une  impulsion  en  vertu  de 
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laquelle  il  commence  à s'e  mouvoir  avec  la  vitesse  an- 
gulaire V donnée  par  l’équation  obtenue  dans  le  n°  306, 
le  mouvement  qn’il  prend  ensuite  est  déterminé,  comme 

,,  àv  S Pn 

on  1 a rappelé  dans  ce  numéro,  par  1 équation  — — g— — „ 

. . * t di> 

qui  se  réduit  a = 0,  lorsque  le  corps  n’est  sollicité 

par  aucune  force,  en  sorte  qu’il  conserve  alors  con- 
stamment la  vitesse  angulaire  V qui  lui  a été  imprimée. 
Pendant  ce  mouvement  du  corps , l’axe  fixe  supporte 
d’autres  efforts,  dont  on  a donné  les  valeurs  dans  le 
n"  280 , pour  le  cas  où  le  corps  e$t  sollicité  par  des 
forces,  et  dans  le  n°282,  pour  le  cas  où  cés  ellortssont 
produits  seulement  par  les  forces  centrifuges  dont  les 
parties  du  corps  sont  animées.  On  doit  distinguer  avec 
soin  ces  efforts  permanents  des  actions  instantanées 
dont  les  expressions  viennent  d’être  données  n°  307 , et 
l’on  reconnaît*  que  les  conditions  qui  rendraient  nuis 
les  efforts  dus  à la  force  centrifuge  ne  peuvent  s’accor- 
der avec  celles  qui  rendraient  nuis  les  efforts  résultant 
d’un  choc;-  et  qu’un  axe  fixe  ne  peut  pas  être  .placé,  de 
manière  àsalisfnire  en  même  temps  aux  conditions  dont 
il  s’auit. 


XXI.  Mouvement  d'un  . corps  solide  entièrement  libre 
DANS  l’espace.  • 

312.  Un  corps  solide  étant  uonsidéré  comme  un  as- 
semblage de  points  matériels  dont  les  positions  respec- 
tives sont  invariables , représentons  généralement  par 
m la  masse  de  l’un  quelconque  des  points  ma- 
tériels ; 

20 
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x,  y. 
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les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du 
corps  à la  fin  du  temps  t , comptées  sur 
trois  axes  rectangulaires  fixes; 
les  coordonnées  du  point  matériel  à la  fin 
du  temps  t,  comptées  à partir  de  ce  .centre 
de  gravité  sur  trois  axes  rectangulaires 
respectivement  parallèles,  aux  trois  axes 
précédents;  ! • . ' ' 

les  valeurs,  exprimées  en  unités  de  poids, 
des  forces  appliquées  respectivement  au 
point  m dans  le  sens  des  axes,  des  x, 
des  y et  des  z.  , 

Les  coordonnées  des  points  matériels  du  système 
comptées  à partir  de  l’origine  fixe  des  x't,jrt , z,  étant  à 
la  fin  du  temps  t,  x,+x,  y.-^y,  zt-j-z,  les  forces 
perdues,  par  ces  points  matériels  dans  le  sens  de  chaclin 
des  axes  sont 


X.  Y,  Z, 


X— m 


tTx^cPx 

“T ~d ? ’ 


Y— m 


<r.+<r 

de'  ’ 


Z — m 


d'z^ePz 


Or  le  mouvement  du.  corps  étant  assujetti  à la  condition 
que  ces  forces  perdues  doivent  se  faire  continuellement 
équilibre , nous  aurons  ici,  en  appliquantes  résultats 
du  n°51i  relatifs  aux  conditions  de  l'équilibre  des  forces 
appliquées  à un  corps  solide  entièrement  lihre,  les  six 
équations  suivantes  : 

<*-***)=••  V • 

d\+cCz' 
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S(X— m (Y-m -0, 

S^Z— m æz'~^  —)(x, +,.*•)— S^x— w — ^-)(s.-t- *)  =°. 

D’après  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  on  a 
S./»x==0,  S.my==0,  S./raz=0, 

ce  qui  réduit  les  trois  premières  équations  (en  remar- 
quant, d’ailleurs  que  xt,  y,,  z,  doivent  être  regardées 
comme  des  quantités  constantes  relativement  aux  divers 
points  matériels  du  système),  à 


M5F=SX 

m§Wy,) 

*Æ'=S.Z 
dû  i 


(1) 


M désignant  la  masse  entière  du  corps.  Quant  aux  trois 
dernières.équations',  en  effaçant  les  quantités  qui  sont 
nulles  en  vertu  des  précédentes , elles  deviennent  res- 
pectivement , • 

“*$•)  =S(X>:-^- 1 
Sm(xS_<S)=S(Z,r“'Xs) 
s-/n(zë"‘-r^)=S(Yz“z-r)-/ 

Les  premier  membres  des  équations  (1)  ne  contiennent 
que  les  coordonnées  x,  , yt , zt  du  centre  de  gravité  du 


(2) 
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corps.  Ces  équations  donnent  la  loi  du  mouvement  «le 
ce  point  ’ et  en  les  comparant  aux  équations  du  n°  1 /»  1 , 
ou  reconnaît  évidemment  que  le  centre  de  gravité  du 
corps  se  meut  dans  l’espace  comme  il  le  ferait  si  toute 
la  masse  de  ce  corps  y était  concentrée  , et  si  toutes  les 
forces  y étaient  appliquées  chacune  suivant  sa  direction. 
Généralement  les  expressions  des  forces  X,  Y,  Z contien- 
nent les  coordonnées  x,+ x , jr^y , zt-\-z  des  différents 
pçints  matériels  , en  sorte  que  le.mouvement  du  centre 
de  gravite  dépend  des  mouvements  des  parties  du  corps 
par  rapport  à ce  centre.  Mais  lorsque  les  valeurs  des 
forces  X , Y,  Z sont  indépendantes  des  coordonnées  x, 
y,  z,  ou  peuvent  en  être  supposées  indépendantes  sans 
erreur  sensible  (comme  cela  aurait  lieu  pour  les  corps 
soumis  à l’action  de  la  pesanteur).,  les  équations  (1) 
détermineront  entièrement  le  mouvement  du  centre  de 
gravité.  1 

Les  premiers  membres  des  équations  (2)  ne  contien- 
nent que  les  coordonnées  relatives  x,  y,  z qur  appar- 
tiennent aux  divers  points  du  corps  , et  qui  sont  comp- 
tées du  centre  de  gravité:  ces  équations  expriment  les 
conditions  des  mouvements  des  parties  du  corps  autour 
de  ce  centre.  Elles  indiquent  que  si  l’on  consi- 
dère seulement  lgs  mouvements  du  corps  relativement 
au  centre  de  gfavité,  les  forces  perdues  se  font  équi- 
libre autour  de  ce  centre , comme  cela  aurait  lieu  s’il 
était  maintenu  dans  une  position  fixe.  Si  les  expres- 
sions des  forces  X,  Y,  Z sont  indépendantes  de  la 
position  du  centre  de  gravité , ou  si  ces  forces  dispa- 
raissent dans  les  équations  dont  il  s’agit,  on  en  déduira 
la  connaissance  des  mouvements  du  coép£  autour  de 
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ce  centre  d’une  manière  tout  a fait  indépendante  du 
mouvement  absolu  de  ce  point  dans  1 espace. 

313.  Si  les  points  du  corps  solide  ne  sont  sollicités 
par  aucune  force  , les  équations  (1)  se  réduisent  à 


mÇ-'  = 0. 

dO 


Elles  indiquent , conformément  h ce  qu’on  a vu  n°  142, 
que  le  rentre  de  gravité  de  ce  corps  se  meut  alors  en  ligne 
avec  une"  vitesse  constante.  Le  mouvement  du  centre  de 
gravité  ne  subit  aucune  alteration,  quoique  les  parties 
du  corps  puissent  tourner  autour  de  ce  centre  par 
l’effet  de  la  première  impulsion  qui  lui  a été  donnée. 

314.  Si  les  points  du  corps  solide  ne  sont  sollicités  _ 
par  aucune  force  , ou  si  la  résultante  dés  forces  qui  lés 
sollicitent  passe  constamment  par  le  centre  de  gravité 
(ce  qui  a lieu  pour  les  corps  pesants) , les  équations  (2) 
se  réduisent  à 


/ tfx  i?y\ 

SmYdF-xl?)=0' 

Sm(Xî-ZS)=0’ 

Sm(zè1-J"é')=0- 


Elles  peuvent  s’écrire-: 


' d / dx.  dy\ 

d ( dz  dx\ 

, d ( dy  dz\ 


0»  | 
’ 

i -'im 

1/  r.  - ■ 
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on  aura  donc,  en  intégrant  • 

( dx  dy\ 

J,)  . 

( dz  dx\ 


4%v« 


dz\ 


. . ri  • 


en  désignant  par»;  p.,  ).  trois  constantes. 

dx  dy  dz 

Kemarquons  que  SOnt  les  composan- 

tes parallèles  aux  axes  des  quantités  de  mouvement  rela- 
tives au  centre  de  gravité  dont  chaque  partie  matérielle 
du  corps  est  animée  à la  fin  du  temps  t.  Si  l’on  con- 
cevait toutes  ces  parties  matérielles  sollicitées  par 
des  forces  représentées  par  ces  quantités  de  mou- 
vement, et  si  l’on  voulait  çomposer  ces  forces  confor- 
mément à ce  qu’on  a vu  dans  l’article  IV,  on  trouverait 
les  premiers  membres  des  équations  précédentes  pour 
l’expression  des  couples  situés  dans  les  plans  des  xy, 
des  xz,  et  des^s,  couples  qui  mesurent  l'action  des 
forces  dont  il  s’agit,  pour  faire  tourner  le  corps  so- 
lide autour  des  axes  des  z , des  y et  des  x.  Ces  équa- 
tions indiquent  donc  que  les  moments  dé  ces  couples 
conservent  des  valeurs  constantes.  Le  moment  du  couple 
résuitapt,  dont  nous  représenterons  la  valeur  par  ï , en 
posant 

■j=vAn-u’+»>  ; . 

conserve  donc  également  une  valeur  constante,  aussi 
bien  que  les  angles  formés  par  l’axe  de  ce  couple  avec 


les  axes  des  x,  des  y et  des  z , dont  les  cosinus  sont 
respectivement 

A U v 

T ’"7  ’ 7 ' . * 

315.  Quel  cjue  soit  le  mouvement  d’un  corps  relative- 
ment à son  centre  de  gravité , on  reconnaît , d’après  ce 
qu’on  a vu  n“  249,  que  le  déplacement  qui  a lieu  dans 
chaque  intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt , par  l’eilét 
de  ce  mouvement  relatif,  peut  toujours  être  regardé 
comme  dû  à la  rotation  du  corps  autour  d'une  certaine 
ligne  passant  parjecentrede  gravité.  La  position  decette 
ligue  change  en  général  avec  le  temps’,  et  on  la  nommé  , 
par  cette  raison  , axe  instantané  de  rotation , ou  sim- 
plement axe  instantarié.  L’axe  instantané  de  rotation 
tpurne  jui-méme  autour  du  centre  de  gravité,  et  prend 
diverses  inclinaisons  par  rapport  aux  plans  fixes  des 
coordonnées. 

Pournous'former  une  idée  plus  précise  du  mouvement 
du  corps  autour  de  son  ceptre  de  gravité , supposons 
qu’à  un  certain  instant  l’axe  instantané  désolation  coïn- 
cide avecl’axedesx.etque  le  corps  tourne  autour  decet 
axe  avec  la  vitesse  angulaire  o.  Soit  m (fig,  34)  l’un  quel- 
cônque  des  points  matériels  du  corps  solide,  rnq  , mp  et 
mn  sont  les  troi^  coordonnées  x,  y,  z de  ce  point,  et 
ma  sa  distance  r à l’axe  des  x.  Il  se  meut  avec  la  vitesse 
vr  suivant  un  arc  décrit  du  point  a , avec  le  rayon  ma 
où  r,  dans  le  plan  nmp  perpendiculaire  à l’axe  des  x. 
Cela  posé,  considérons  la  quantité  de  mouvement  mvr 
dont  le  point  matériel  est  animé  , qui  est  dirigée  suivant 
l’arc  dont  on  vient  de  parler  , et  proposons-nous  de  coni- 
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poser  toutes  les  quantités  de  mouvement  analogues  qui 
appartiennent  aux  divers  points  du  corps.  En  opérant 
conformément  à ce  qu’on  a vu  dans  l'article 'IV,  nous 
décomposerons’ d’abord  ces  quantités  de  mouvement  en 
d’autres  dirigées  suivant  les  axes  des  coordonnées  ; et 
comme  la  quantité  de  mouvement  mur  donne  zéro  pour 

sa  composante  dirigée  dans  le  sens  des  x , mur.-  ou  mùz 

• * v t * ÿ 

pour  sa  composante  dans  le  sens  des  y , et  — àwri- 

ou  — rnuz  pour  sa  composante  dans  le  sens  des  z,  lé 
résultat  de  la  composition  dont  il  s’agit  donnera  en 

premier*  lieu  ‘ ■ 

0,  u.Smz  , — u.Smy , •* 

• * 

pour  les  trois  résultantes  partielles  appliquées  M’origine 
des  coordonnée?  dans  le  sens  des  trois  axes.  Ces  résut- 
tantes  sont  nulles  toutes  les  trois,  puisque  cette  origine 
est  ici  placée  dans  le  centre  de  gravité  du  corps.  On 
aura  en  second  lieu 

— u.Smxz,  — u.S.rnxy,  , 

pour  les  moments  des  trois  couples  agissant  dans  les 
plans  des  xy^  des  xz  et  desjx  ? ou  dont  les,  axes  sont 
respectivement  les  axes  des  z , des  y et  des  x.  On  vdit 
que  les  deux  premiers  de  ces  côuplfes  .Seraient  nuis  dans 
,1e  cas  particulier  où  l’axe  instantané  de  rotation  coïnci- 
derait avec  un  des  axes  principaux  du  corpsappartenant 
à son  centre  de  gravité. 

En  composant  ces  deux  premiers  couples  dont  oz  et 
oy  sont  les  axes,  on  trouvera  un  couple  résultant  dont 
Paxc  sera  une  certaine  ligne  oF  tracée  ddns  le  plan  des 


Digitized  by  Google 


— 3*3  — 


yz  , et  formant  avec  Taxe  Aesy  un  angle  F oy  dont  la  tan- 
gente trigonométrique  est 

S.wixk 

• S .mxz 

En  composant  ensuite  ce  couple  résultant  avec  le  troi- 
sième couple  dont  le  moment  est  v.Smfj’-f-z1).,  ou 
v.Smr,  et  dont  ox  est  l'axe,  on  trouvera  le  couple 
résultant  total,  dont  l’axe  sera  une  droite.  oG  diri- 
gée dans  le  plan  des  lignes  oE  et  ox.  Ce  couple  ré- 
sutant  total  n’est  .'tutre  chose  que  celui  dont  nous  avons 
désigné , dans  le  n°  précédent , le  moment  par  i , et  dont 
la  grandeur  et  la  direction  demeurent  nécessairement 
constantes  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  du 
corps.  . 

Il  résulte  de  cè  qui  précède  que  si  l’on  représente 
par  6 l’angle  compris  à un  instant  donné  entre  l’axe  oG 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  dont 
les  parties  du  corps  sont  animées  et  l’axe  instantané  de 
rotation  ox , 1°  l’on  aura 

. % , 

I.COà.ft=V.S  ./«/*% 

pour  lemomeut  du  couple  composant  dont  l uxe  coïn- 
cide avec  l’axe  instantané  de  rotation  ; moment  qui  est 
égal,  comme  on  le~v.oit,  au  produit  de  la  vitesse  angu- 
laire par  le  moment  d’inertie  du  corps  pris  par  rapport 

à cet  axe  instantané. 

» * ' 

2°  l’on  aura 

ï . s i n . 9 = (S . w xs) ’+ (S . m-ry)  ’ , 

pour  le  momentdu  couple  composant  dont  l’axe  oF  est 
dirigé  perpendiculairement  à l’axe  instantané  ox , et 
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dans  le  plan  passant  par  cet  axe  et  par  1 axe  oG  du 
couple  résultant. 

316.  Considérons  maintenant  les  forces  centrifuges 
dont  sont  animées  les  parties  du  corps,  et  qui  tendent 
en  général , conformément  à ce  qu’on  a vu  dans  les 
n°*  282  et  suivants  , à déplacer  l’axe  instantané  de  rota- 
tion. La  force  centrifuge  mvr  agissant  sur  le  point  m 
est  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  am  , et  l’on 
verra  , comme  dans  le  n°  282 , qu’elle  donne  dans  le  sens 
de  l’axe  des  x une  composante  nulle,  dans  le  sens  de 

l’axe  des  j-  la  composante  mv'r.  ^ ou  mSy,  et  dans  le 

sens  de  1 axe  des  z la  composante  mv'r.  -•  ou  mv'z , En 

composant  toutes  les  forces  centrifuges  appartenant 
aux  divers  points  materiels  , nous  aurons  d’abord 
0,  e’S./ny,  v’S.mz  , 

pour  les  trois  résultantes  partielles  appliquées  à Lorigine 
des  coordonnées  dans  le  sens  des  trois  axes  , résultantes 
dont  les  valeurs  sont  nulles.  Nous  trouverons  ensuite 
— e’S.mxjk-,  v'S.mxz  , 0, 

pour  les  moments  des  trois  couples  dont  les  axes  sont 
respectivement  les  axes  des  z,  desj  et  des  x. 

En  composant  les  deux  premiers  couples,  on  aura 
donc  le  couple  résultant  total  provenant  des  forces  cen- 
trifuges , et  l’on  trouvera  pour  l’axe  de  ce  couple  une 
certaine  ligne  oH  dirigée  dans  le  plan  d es  yz , et  for- 
mant avec  l’axe  des  y un  angle  H oy  dont  la  tangente 
trigonométrique  est  • 

S .mxz  • - • \ 

• " ç I 

S.mæy 
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d’où  l’on  conclut , en  rapprochant  ce  résultat  de  ce  que 
l’on  vient  de  voir  dans  le  numéro  précédent , 1°  que  le 
couple  résultant  donné  par  les  forces  centrilugesa  pour 
axe  une  ligne  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l’axe 
instantané  de  rotation  ox,  et  par  l’axe  oG  du  couple 
résultant  des  quantités  de  mouvement  dont  les  parties 
du  corps  sont  animées  ; ou,  si  l’on  veut,  que  le  couple 
résultant,  donné  par  les forces  centrifuges,  agit  toujours 
dans  le  plan  passant  par  ces  deux  axes  ox  et  oG. 

2°  Que  le  moment  de  ce  couple  résultant  des  actions 
des  forces  centrifuges  est  exprimé  par 

t/’V/(S-  r»xy)’+  (S . nuez)'  r=  v . i sin . ». 

J • * ^ •-*  ' V ) * • " 

Mouvement  d’un  corps  solide  libre  dans  l’espace 
produit  par  une  impulsion. 

317.  Concevons  un  corps  solide  immobile,  entière- 
ment libre  dans  l’espace,  et  admettons  qu’il  reçoive 
instantanément  une  impulsion  dont  l’eflet,  conformé- 
ment .aux  notions  rappelées  dans  le  n°  306,  peut  tou- 
jours être  représenté  en  admettant  qu  une  certaine 
quantité  de  mouvement  a été  imprimée  en  un  point  du 
corps,  suivant  une  direction  donnée.  11  s’agit  de  dé- 
terminer le  mouvement  que  prendra  le  corps  par  l’eflet 
de  cette  impulsion;  et  l’on  ÿ parviendra  toujours  en 
se  rappelant,  d’après  le  n°  258,  que  les  quantités 
«le  mouvement  acquises  par  les  diverses  parties  du 
corps,  et  la  quantité  de  mouvement  qui  lui  a été  im- 
primée, prise  en  sens  contraire,  doivent  se  faire  ré- 
ciproquement équilibre. 

Le  corps  étant  considéré  dans  la  position  qu’il  occupe 


* 
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à l'instant  où  l’impulsion  est  donnée,  et  les  axes  des 
.r passant  par  son  centre  de  gravité , désignons  par 

i * 

m la  masse  de  la  partie  matérielle  du  corps  solide 
qui  est  placée  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  xy\z-,  ’ • 

Ui,V.,W,  les  vitesses  absolues  du  centre  de  gravité  du 
corps,  qui  ont  lieu  par  l’effet  de  l’im  pulsion  , 
dans  le  sens  <Jes  x dés  y et  des  z ; 

U.-fU,  V.-f-V,’  W,-f-W  les  vitesses  absolues  de  la  par- 
tie matérielle  placée  au  point  dont  les  coor- 
données sont  x.y.z,  vitesses  également  pro- 
duites dans  les  mêmes  sens  par  l'effet  de  l’im- 
. , pulsion,,  en  sorte  que  U,V,W  représenteront 
celles  qui  sont  dues- au  mouvement  du  corps 
autour  de  son  centre.de  gravité  regardé  comme 
un  point  fixe; 

$ la  quantité  de  mouvement  imprimée  par,' la 
force  qui  produit  l’impulsion  ; 

Ç,ji,ç  les  coordonnées  du  point  du  corps  où  cette 
, force  est  appliquée;  . , . • 

«,6,7  les  angles  formés  par  sa  direction  avec  les  axes 
des  x,  des^  et  des  z;  ^ 

'Z&.p.o-  les  plus  courtes  distantes  de  cette  direction 
aux  mêmes  axes.  . ■ 

Nous  aurons  d’abord  pour  exprimer  les  conditions 
de  l’équilibre  des  quantités  de  mouvement  qui  doivent 
se  détruire  surit  corps  solide,  conformément  à ce  qu’on 
a vu  dans  l’article  XIV,  les.  équations  de  l’équilibre  de 
translation  i.  ’ 

S.m(U,+U)=‘tcos.2,  S.OT(V,d-V)*cos.6,  S.m(Wl-}-W)=4>cos.7. 
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Mais  , par  la  nature  du  centre  de  gravité  , on  a toujours 
S.mjr=0,  S.my—0,  S.mz— 0 ; par  conséquent 

dx  dy  dz 

S.m  --  — 0,  S.m— =0,  S.m— =0. 
dt  dt  ’ dt 

Donc  les  termes  S.mU,  S.mV,  S. mW  disparaissent  des 

équations  précédentes , lesquelles , en  nommant  M la 

masse  entière  du-  corps , • se  réduisent  à 

MtJi=<l>cos.ï  , , MV,=  <I>cos.S  , MW,=  4>cos.y. 

Ces  équations  déterminent  les  vitesses  que  l’impul- 
sidn  imprime  au  centre  de  gravité  du  corps,  et  Ion 
voit  que  ce  centre  de  gravité  prendra  toujours,  par  l’ef- 
fet d’une  impulsion  quelconque,  le  mouvement  qui 
aurait  lieu  si  la  masse  entière  du  corps  était  con- 
centrée en  cé  point,  et  si  l’impulsion  y.  était  appliquée. 

318.  En  second  lieu,  les  équations  de  l’équilibre  de 
rotation  seront  • 

S.m[r(U,4-U)  — r.r(V,4*V)]  = <j>.vsin.'/^ 

S.m  [•rt’W.+'W)  - — z (tJ-.+Ü)]  = 4>.?sin.'5  , 
S.m[s(V,-(-V } — ty(W,+\V)]  = 4>.<crMii.ï  , 

qui  se  réduisent , eri  supprimant  lés  termes  njils,  à 

S:rn(yV—  .rV)=:<I>«Gsin.y 
S tm(xW — sXJ  ) = «I» . psi  u . 6 * ■ P' 

. S.m(zV — yVf)  = ■t'.'srsin.a, 

Pour  connaître  facilement  au  moyen  de  ces  équations 
le  mouvement  que  prendra  le  corps  solide  autour  de  son 
centre  de  gravité  par  l’effet  de  l’impulsion,  nous  rap- 
pellerons que  ce  mouvement  consistera  toujours  en  une 
rotation  autour  d’une  certaine  droite  passant  par 
ce  centre)  ou  en  trois  rotations  passant  autour  des  trois 
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axes  rectangulaires.  Soient  donc  P, Q, R les  trois  vitesses 
angulaires  que  doit  prendre  le  corps  solide  autour  des x , 
des^et  des  zl’efletde  l’impulsion.  On  aura,  d’.lprès 
les  relations  m du  n°  249  , 

U =,yR  — zQ , 

V=  zP — xR, 

W=xQ-.yP, 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, il  viendra 

> S ./«  [(x'-Kr’)  R— .yzQ— zxP]  =<f.<7sin.y,  . , 

S.m[(x’-}-z’JQ — xyP — <yzR]  = 4>.psin.6, 
S-*»[Cy*+s’)P  — JTzP — jy'Q]=*.'Wsin.a  , 

«*  • 

équations  par  lcsquell.es  les  vitesses  PtQ,R  sont,  déter- 
minées. 

a . • 

319.  On  leur  donnera  une  forme  plus  simple  si 'l'on 
prend  pour  les  axe»des  coordonnées  x ,y,x , dont  la  po- 
sition. est.toutà  fait  arbitraire,  les  trois  axes  principaux 
qui  se  croisent  au  centrç  de  gravité  du  corps  solide. 
On  aura  alors  S.mxf'=0,  S.mXz=0  et  S.myz=0  ; et  en 
représentant,  comme  dans  les  n0*  287  et  suivants  , par 
A,  B,  C les  moments  d’inertiç  principaux,  il  viendra 
simplement 


CR=<t>.irsin.7  , 

. _ t.rnn.y 

d ou  R= — , 

C », 

„ ^.osin.*' 

» 

BQ=4>.psin.€, 

.0=  B ’ . , 

• . , . 

dj.'ipsin.a 

AP — , 

‘ - A ' 

M ous  savons  d’ailleurs  que  les  trois  vitesses  angu- 
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laires  P,Q,R  répondent  à une  vitesse  angulaire  v dont 
la  valeur  est 


(*=4/P’+Qf,+R\ 

et  qui  a lieu  autour  d’une  ligne  formant  avec  les  axes 
des  x , des^  et  des  z des  angles  dont  les  cosinus  sont 
respectivement 

P Q A 

V ' V ' V 

le  mouvement  imprimé  au  corps  par  une  impulsion 
quelconque  est  donc  entièrement  déterminé. 

320.  Si  la  direction  de  l’impulsion  passait  par  le  centre 
de  gravité  du  corps  , on  aurait  ^=0,  f=0,  <r=0,  et  par 
conséquent  les  trois  vitesses  angulaires  seraient  nulles. 
Donc  le  corps  ne  tournerait  pas  alors  autour  de  son 
centre  de  gravité;  l'effet. de  l’impulsion  se  réduirait  à 
imprimer  une  vitesse  à ce  centre,  conformément  à ce 
qu’on  a vu  n°  317. 

321.  Si  la  direction  de  l’impulsion  était  cobtenue dans 
un  des  plans  des  coordonnées  , par  exemple  dans  le  plan 
des  yz,  en  sorte  quelle  rencontrât  les  deux  axes  prin- 
cipaux du  corps,  qui  coïncident  avec  les  axes  des  y et 
des  z , on  aurait 


R=0,  Q=0,  P= 


Le  corps  prendrait  autour  de  l’axe  des  x,  c’est-à-dire 
autour  du  troisième  axe  principal,  la  vitesse  angulaire 

<t>.<ar  . . . , ' , 

Ainsi  lorsqu  un  corps  reçoit  une  impulsion,  il  com- 
mence à tourner  autour  d’un  des  axes  principaux  pas- 
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tant  par  son  centre  de  gravité  toutes'  les  fois  que  celte 
impulsion  est  dirigée  dans  le  plan  qui  contient  les' deux 
autres  axes  principaux  passant  par  ce  même  centre. 

322.  Quant  au  mouvement  du  corps  solide  qui  a lieu 
après  l’instant  où  il  a reçu  l’impulsion  , ce  mouvement' 
dépend  des  équations  différentielles  données  n°  312,  et 
s’effectuera  conformément  à ce  qui  a été  dit  dans-ce  nu- 
méro jet  les  suivants.  Nous  pouvons  d’ailleurs,  avec 
. M.  Poinsot  ..donner  une  image  .sensible  de  la  nature  du 
mouvement  dont  il  s’agit.  . . ’ '• 

Remarquons  que  d’après  les  premières  équations  du 
n°318,et  à l’origine  du  mouvement,  les  moments  des 
couples'  formés  par  les  quantités  de  mouvement  des 
parties  du  corp , moments  dont  leS  axes  coïncident 
avec  ceux  desx,  y,  z , doivent  être  Respectivement  égaux 
aux  moments  des  quantités  de  mouvement  imprimées 
par  la  force  qui  produit  l’impuls.ion',  pris  par  rapport  aux 
mêmes  axes.  De  plus , d’après  le  n°  314. , si  l’on  compose 
à un  instant  quelconque  les  quanti  tés  de  mouvement 
des  parties'  du  corps,  on -doit  retrouver  autour  de 
chaque  axe  les  couples  dont  les  moments  ont  été  désignés 
par  les  constantes  '*,(*, v,  donnant  un  couple  résultant  * 
total  constant  en  grandeur  et  en  direction  , 'dont  le  mo- 
ment a été  désigné  par  i.  Nous  avons  donc  içi , pour  la 
détermination-dés  constantes  !,(*,»,• 

• ).'=*<!>. «sima  , 4>.fsin.6  , •„;=  ji.osia.^, 

d’où  ' . 

ï = <tV// ^r’sin.’a-t-p’sin.’ê-po’sin.’'/  ; 

et  par  conséquent.,  d’après  les  résultats  du  n°  319 
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1—  AP  , u=BQ  , vt=sCR, 

d’où 

j =V/A*F+B’Q*4-C,R’, 

P,Q,R  étant  les  trois  vitesses  angulaires  initiales.  On 
conclut  de  là  que  l’axe  du  couple  résultant  total  z,  dont 
la  direction  doit  demeurer  invariable,  forme  avec  les 
axes  des  x,  des  y et  desz,  qui  coïncident  ici  avec  les 
axes  principaux  du  corps  passant  par  son  centre  de  gra- 
vité au  premier  instant  du  mouvement,  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

AP  BQ  CR 

X 1 Z » Z ’ 

tandis  que  l’axe  instantané  de  rotation  , autour  duquel 
le  corps  commence  à tourner,  forme  avec  les  mêmes 

axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement 

P Q R 

V ’ V’ 

u étant  ( comme  dans  le  n°  319  ) la  vitesse  angulaire  ini- 
tiale résultante  des  trois  vitesses  angulaires  P,Q,R. 

Cela  posé,  considérons  l’ellipsoïde  appelé  par  M.  Poin- 
sot  ellipsoïde  central , dont  les  axes  rectangulaires 
coïncident  avec  les  axes  principaux  qui  se  croisent 
nu  centre  de  gravité  du  corps  solide,  et  dont  chaque 
rayon  vecteur  a une  valeur  égale  à l’unité  divisée  par 
la  racine  carrée  du  moment  d’inertie  du  corps  pris  par 
rapport  à ce  rayon.  L’équation  de  cet  ellipsoïde  étant , 
comme  on  l’a  vu  n°  287, 

i=A*H3r*+Cs\ 

la  normale  menée  au  point  de  la  surface  dont  les  coor- 

ât 
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données  sontx^.z  forme  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 

Ax  B_r  Cx’ 

V/ AV+By+CV  ' l/A’x’+By +CV 1 l/A^Bÿ^CV 

Donc  si  nous  prenons  x,y,z  pour  représenter  les  vitesses 
angulaires  initiales  P,Q,R,  et  par  conséquent  le  rayon 
vecteur  au  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  cen- 
tral déterminé  par  ces  coordonnées  pour  représenter  en 
grandeur  la  vitesse  angulaire  initiale  u,  et  en  direction 
l’axe  de  rotation  sur  lequel  le  corps  tourne  au  premier 
instant,  la  normale  menée  à la  surface  de  l’ellipsoïde  en 
ce  point  représentera  l’axe  du  couple  du  résultant  i des 
quantités  de  mouvement  de  toutes  les  parties  maté- 
rielles du  corps  solide. 

D’après  cela , concevant  l’ellipsoïde  central  contruit , 
il  est  aisé  de  déterminer  le  mouvement  initial  du  corps 
solide  résultant  d’une  impulsion  donnée.  Car  menant 
l’axe  oG  (flg.  35)  du  couple  s dont  le  moment  est  égal 
au  moment  de  cette  impulsion , on  cherchera  le  point  M 
de  la  surface  de  l’ellipsoïde  central  où  la  normale  est 
parallèle  à oG  ; et  le  rayon  vecteur  oM  dirigé  du  centre 
de  gravité  du  corps  à ce  point  sera  l’axe  instantané  de 
rotation  au  premier  instant.  De  plus  si  l’on  désigne , 
comme  ci-dessus  , par  9 l’angle  GoM  compris  entre  l'axe 
oG  du  couple  x et  l’axe  de  rotation  initiale  oM , on  aura 
pour  déterminer  la  vitesse  angulaire  initiale  v autour 
de  cet  axe  l’équation 

e.S. mr^zcos.  9, 

S.ror*  étant  le  moment  d’inertie  du  corps  pris  par  rap- 
port à l’axe  oM. 
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Nous  supposerons  ici  que  l'on  ait  coupé  la  surlace 
de  l'ellipsoïde  central  par  le  plan  des  deux  axes  oG  et 
oM  suivant  la  courbe  GMP  ; et  que  l’on  ait  mené  par 
le  centre  de  cet  ellipsoïde  un  plan  perpendiculaire  à 
l’axe  oG  du  couple  d’impulsion , ou  parallèle  au  plan, 
qui  touche  la  surface  au  point  M.  Ce  dernier  plan  sera 
perpendiculaire  au  premier,  qu’il  rencontrera  suivant 
la  ligne  oP  ; il  coupera  la  surface  de  l’ellipsoïde  suivant 
la*  courbe  PHN  , et  le  diamètre  oP  sera  conjugué  au 
diamètre  oM  dans  l’ellipse  GMP. 

323-  Il  reste  maintenant  à connaître  le  mouvement 
affecté  par  le  corps  après  le  premier  instant.  Obser- 
vons que,  d’après  ce  qu’on  a vun°316,  l’axe  du  couple 
résultant  des  actions  dues  aux  forces  centrifuges  devant 
être  perpendiculaire  au  plan  des  deux  axes  oG  et  oM  , 
sera  ici  une  ligne  oH  tracée  dans  le  plan  de  la  section 
PHN  perpendiculairement  à oP.  Et  si  l’on  veut  con- 
naître l’Sxe  instantané  sur  lequel  ces  forces  centrifuges 
tendent  à faire  tourner  le  corps  solide,  on  devra,  confor- 
mément n ce  qu’on  a vu  dans  le  numéro  précédent, 
chercher  le  point  delà  surface  de  l’ellipsoïde  central  où 
la  normale  serait  parallèle  à l’axe  oH  , point  qui  n’est 
autre  que  l’extrémité  Ndu  diamètre  oN  conjugué  au  dia- 
mètre oP  dans  l’ellipse  PHN.  Le  troisième  diamètre  oN 
conjugué  dans  l’ellipsoïde  central  à l’axe  instantané  de 
rotation  oM , et  à la  projection  oP  de  cet  axe  instantané 
sur  le  plan  du  couple  d’impulsion , est  donc  l’axe  sur 
lequel  les  forces  centrifuges  tendent  à faire  tourner  le 
corps  solide.  Or,  pour  connaître  la  position  du  corps  au 
second  instant  de  son  mouvement , on  doit  composer  sa 
vitesse  de  rotation  actuelle  v,  qui  a lieu  autour  de 
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l’axe  oM  , avec  la  vitesse  de  rotation  infiniment  petite 
que  les  forces  centrifuges  impriment  dans  l’élément  du 
temps  autour  de  l’axe  oN.  Prenant  donc  oM  pour  re- 
présenter la  vitesse  v ; puis  sur  la  ligne  oN,  à partir  du 
point  o,  une  ligne  infiniment  petite  qui  représentera  la 
vitesse  impriméepar  les  forces  centrifuges,  on  achèvera 
le  parallélogramme.  La  diagonale  représentera  en  gran- 
deur la  vitesse  angulaire  que  prendra  le  corps  au  second 
instant,  et  déterminera  la  direction  de  l’axe  instantané 
autour  duquel  ce  corps  tournera. 

Mais  puisque  oN  est  parallèle  au  plan  tangent  à la 
surface  de  l’ellipsoïde  passant  par  le  point  M,  1 extré- 
mité de  cette  diagonale  se  trouvera  dans  ce  plan.  Or 
d’une  part  le  plan  langent  dont  il  s’agit  ne  doit  pas 
cesser  de  représenter  le  plan  du  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  dont  sont  animées  toutes  les 
parties  du  corps,  qui  doit  conserver  constamment  une 
position  fixe;  et  d’autre  part  l’axe  instantané  de  rotation 
doit  toujours  coïncider  avec  le  rayon  vecteur  mené  au 
point  où  la  surface  de  l’ellipsoïde  central  serait  touchée 
par  ce  même  plau.  D’ailleurs  on  passera  toujours  du 
mouvement  du  corps  à un  instant  donné  au  mouvement 
qui  aura  lieu  dans  l’instant  suivant,  d’une  manière  con- 
forme à ce  qui  vient  d’étre  indiqué.  Donc  on  peut  se 
représenter  le  mouvement  du  corps  solide,  libre  autour 
de  son  centre  de  gravi  té,  en  admettant  que  ce  centre  étant 
fixe  dans  l’espace,  aussi  bien  que  le  plan  tangent  mené 
à la  surface  de  l’ellipsoïde  central  parallèlement  au  plan 
du  couple  donné  par  la  force  d’impulsion,  cet  ellipsoïde 
central  roule  sans  glisser  sur  le  plan  langent.  Le  rayon 
vecteur  mené  au  point  de  contact  de  1 ellipsoïde  et  du 
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plan  , est  l’axe  instantané  de  rotation  : la  vitesse  angu- 
laire est  proportionnelle  à la  longueur  de  ce  rayon. 

Si  le  plan  du  couple  d'impulsion  est  perpendiculaire 
à l’un  des  axes  principaux  du  corps  passant  par  son 
centre  de  gravité , c’est-à-dire  à l’un  des  axes  rectan- 
gulaires de  l’ellipsoïde  central,  la  vitesse  imprimée  par 
les  forces  centrifuges  est  nulle.  L’ellipsoïde  central  ne 
subit  aucun  déplacement,  et  le  corps  continue  à tourner 
autour  de  l’axe  principal  dont  il  s’agit  avec  une  vitesse 
angulaire  constante,  conformément  à ce  qu’on  a vu 
n°  321. 

XXII.  Propriétés  géhér ai.es  du  mouvemeüt  d’um  système 

DE  CORPS. 

324.  L’équation  obtenue  dans  les  n01  255  et  suivants, 

S,,(ÿ  Sx+ÿ Sy+  J>)=S(X*r+Yir+Z*z) , 

exprime  d’une  manière  générale  les  lois  du  mouvement 
d’un  système  quelconque  de  points  matériels.  On  doit 
concevoir,  pour  la  solution  de  chaque  question  particu- 
lière, qu’à  cette  équation  sont  réunies  les  équations  de 
condition  qui  définissent  la  nature  du  système.  Mais 
quels  que  soient  les  systèmes  que  l’on  considère , les 
mouvements  qu’ils  allectent  olirent  plusieurs  propriétés 
générales  dont  l’étude  est  importante,  et  qui  peuvent 
être  déduites  facilement  de  l’équation  dont  il  s’agit. 
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Mouvement  du  centre  de  gravité. 

325.  Dans  cette  équation,  x,  y,  z représentent  les 
coordonnées  du  Heu  où  se  trouve  à la  fin  du  temps  t le 
point  materiel  dont  la  masse  est  m , ces  coordonnées 
étant  comptées  sur  trois  axes  rectangulaires  fixes.  Dési- 
gnons maintenant  par  dc\,  yt,  zt  les  coordonnées  à la  fin 
du  temps  t du  centre  de  gravité  de  tous  les  points  ma- 
tériels du  système  comptées  sur  les  mêmes  axes;  et 
par  % , n , ç les  coordonnées  du  lieu  où  se  trouve  à la 
fin  du  temps  t le  point  du  système  dont  la  masse  est  m , 
ces  dernières  coordonnées  étant  comptées  à partir  du 
centre  de  gravité  sur  des  axes  rectangulaires  mobiles 
parallèles  aux  premiers.  On  devra  donc  substituer  dans 
l’équation  précédente  av-f-?  , zrK  à la  place  de 

x , y,  t , ce  qui  donnera 

d'y-^-cVr,  ^ t & \ t 


s.w[— ÿ- 


di'  1 1 de 

Mais  d’après  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  on 
aura  toujours 

S.77»5=0,  S./7»>1  = 0,  S./nÇ  = 0; 
par  conséquent 


d't  d\  d'e 

S.r/t-,=°,  S.m~  = 0,  S.m—.O; 


de 


ét 


S.mi5Ç=tO,  S.w£»=0,  S.mtfî;  =0. 

L’équation  précédente  peut  donc  s’écrire 

Sm(ir  **■•+  d~è  *•+  Te  °”s’+ 

— S[X(J.r  ,-f-^ï)  -f-  Y(<îy,-f  £»)  -f-  Z^-t-jç)] . 
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Cela  posé  , si  le  système  est  entièrement  libre , ou  peut 
se  déplacer  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace,  les 
équations  exprimant  la  nature  du  système  n’indique- 
ront alorsque  les  conditions  d’après  lesquelles  les  divers 
points  matériels  se  meuvent  les  uns  par  rapport  aux  au- 
tres, et  ne  contiendront  que  les  coordonnées  Ç,  »,  5 par 
lesquelles  les  positions  relatives  de  ces  points  sont  dé- 
terminées, et  non  pas  les  coordonnées  or, , jr„  zt , qui  dé- 
pendent de  la  position  absolue  du  système  dans  l’es- 
pace. Donc  les  variations  Sx, , Sy, , Sz, , doivent  alors  être 
regardées  comme  entièrement  arbitraires  ; et  par  con- 
séquent il  est  nécessaire,  pour  que  l’équation  précé- 
dente soit  toujours  satisfaite,  que  l’on  ait  les  équations 
distinctes 


^-'S.m=S.X,Ç-,S.m=S.Y,  ^S.m  = S.Z, 

jji  > a»  ’ j,*  1 


dt‘ 


de 


par  lesquelles  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  dé- 
terminé. 

Les  termes  S.X,  S. Y,  S. Z de  ces  équations  sont  uni* 
quement  donnés  par  les  forces  extérieures , et  les  actions 
mutuelles  qui  seraient  dues  aux  contractions  ou  exten- 
sions supportées  par  les  parties  du  système  , ou  à des 
forces  d’attraction  ou  de  répulsion  que  l’on  suppose- 
rait exister  entre  les  points  matériels,  n’y  entrent  point; 
puisque  les  actions  intérieures  qui  consistent  toujours 
dans  des  forces  égales  une  à une,  et  directement  oppo- 
sées, étant  transportées  au  centre  de  gravité,  auront  né- 
cessairement une  résultante  nulle.  On  conclut  donc  de 
ce  qui  précède  qu’un  système  quelconque  entièrement 
libre  se  meut  toujours  de  telle  manière  que  le  mou- 
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vement  du  centre  de  gravité  est  celui  qui  aurait  lieu 
si  toutes  les  masses  étaient  réunies  dans  ce  point,  et  si 
toutes  les  forces  extérieures  y étaient  appliquées  cha- 
cune suivant  sa  direction. 

On  remarquera  d’ailleurs  qu’après  avoir  égalé  séparé- 
ment à zéro  les  termes  affectés  des  variations  <3x,,  ty,,  Sz„ 
il  reste  l’équation 

/ dl  d'n  d'i  \ 

^ Y^-f-ZdÇ)  , 

par  laquelle  sont  réglés  les  mouvements  des  points  du 
système  relativement  à leur  centre  de  gravité. 

326.  Le  système  étant  toujours  supposé  libre,  admet- 
tons qu’il  ne  soit  soumis  à l’action  d’aucune  force  exté- 
rieure, et  que  son  mouvement  soit  uniquement  dû  à 
des  vitesses  initiales  imprimées  aux  points  matériels. 
Le  second  membre  de  l’équation  étant  alors  nul , elle  se 
réduit  à 


c / « «P,  d'\  d'y,  , d'n  d‘z,  d Ç \ 

js+  -£  fy.+ _ *+  w *.+ & «)=»■ 

et  l’on  a en  premier  lieu  , comme  ci-dessus , les  trois 
équations 

d'x,  _ d'y  _ d'z  _ 

— - S.m  = 0 , — 'S./n=0,  — S.m=0, 
dt'  ’ dt ' ’ dt' 

qui  donnent  en  les  intégrant  par  rapport  au  temps, 

dx,  c i^y  dz,  r 

— S. ni— A , — S./n=B,  — S.m=C, 
dt  ’ dt  dt 


dt 


A,  B,  C désignant  des  constantes.  Ainsi  dans  le  cas  dont 
il  s’agit,  quels  que  soient  les  mouvements  relatifs  des par- 
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ties  du  système,  le  centre  de  gravité  décrit  une  ligne 
droite  d’un  mouvement  uniforme. 

327.  Considérons  d’ailleurs  les  quantités  de  mouve- 
ment absolues  des  points  matériels  du  système  qui  ont 
lieu  à la  fin  du  temps  t , et  dont  les  composantes  dans  le 
sens  de  chaque  axe  sont  représentées  pour  le  point  maté- 
riel dont  la  masse  est  m , par 

dx  dy  dz 
m~dt'  m1t  ’ mdt' 

ou  bien  par 

dx,-\-d$  dy,-\-dn  dz,-\-d: 
tn  - . m 1 _ . m r . 


Les  sommes  de  ces  composantes  son  t donc  res  pecti  vemen  t 
dans  le  sens  des  x,  desjy  et  des  z 


s.m^+Û,s.a±4± 

ri*  7 ri* 


S ./« 


dzt-\-d;_ 

dt 


Mais  d’après  la  remarque  faite  dans  le  n°  325  on  a tou- 
jours 


S.m~  =0 , =0,  S.m ^ =0. 

dt  dt  dt 


Donc  les  expressions  des  sommes  dont  il  s’agit  se  rédui- 
sent aux  quantités 


dx'  S dy‘  s 
dt  S ’ dt  S ’ 


qui  d’après  le  n°  précédent  conservent  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement  les  valeurs  constantes  qui  ont  été 
désignées  par  A,  B,  C. 

On  conclut  de  cette  dernière  considération  que  si  l’on 
entreprenait  de  composer  à un  instant  quelconque  les 


I 


t 
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quantités  de  mouvement  dont  sont  animés  tous  les 
points  matériels  du  système,  conformément  à la  mé- 
thode expliquée  dans  les  n«  54  et  suivants,  on  trou- 
verait toujours  que  ces  quantités  de  mouvement  étant 
transportées  à l’origine  des  coordonnées  et  décomposées 
suivant  Je6  trois  axes  donneraient  des  résultantes  par- 
tielles invariables,  dont  les  constantes  A,  B,  C repré- 
sentent les  valeurs;  et  par  conséquent  que  la  résultante 
appliquée  à l'ori  gine  des  coordonnées  serait  égalemen  t in  - 
variable  en  grandeur  et  en  direction. 

11  resuite  donc  de  ce  qui  précède  1“  que  le  centre  de 
gravité  du  système  se  meut  constamment  en  une  ligne 
droite  d’un  mouvement  uniforme  ; 2°  que  si  l’on  prend 
a un  instant  quelconque  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  de  tous  les  points  matériels,  on  trouvera 
toujours  que  la  direction  de  cette  résultante  coïncide 
avec  la  droite  décrite  par  le  centre  de  gravité  et  que  sa 
va  leur  est  égale  à la  somme  des  masses  du  système  multi- 
pliée par  la  vitesse  du  centre  de  gravité. 

Les  propositions  qui  viennent  d etre  énoncées  éta- 
blissent le  principe  de  la  conservation  du  mouvement 
de  centre  de  gravité.  Ce  principe  convient  à tout  sys- 
tème libre,  qui  n’est  soumis  à l’action  d’aucune  force 
extérieure.  Les  propositions  dont  il  s’agit  sont  d’ail- 
leurs absolument  indépendantes  des  actions  intérieures 
qui  peuvent  exister  entre  les  points  matériels;  elles 
subsistent  également  lorsque  ces  points  sont  réunis  par 
des  verges  et  des  fils  inextensibles,  par  des  liens  élas- 
tiques, ou  lorsqu’il  existe  seulement  entre  eux  des 
lorces  attractives  ou  répulsives,  ou  quand  ils  sont  ab- 
solument sans  action  les  uns  sur  les  autres.  Enfin  elles 
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conviennent  même  aux  cas  où  il  survient  entre  les 
parties  du  système , des  chocs  , par  l'elfet  desquels 
les  vitesses  des  points  matériels  sont  regardées  comme 
subissant  instantanément  des  changements  finis;  puis- 
que ces  changements  sont  causés  par  des  actions  inté- 
rieures exercées  entre  les  parties  du  système. 

328.  Si,  au  lieu  de  considérer  un  mouvement  con- 
tinu dû  a l’action  permanente  de  forces  accélératrices, 
on  voulait  connaître  l’eflet  de  plusieurs  impulsions 
données  instantanément  aux  divers  points  du  système, 
on  remarquerait,  d’après  le n°  3S8,  que  les  mouvements 
pris  par  ces  points  sont  assujettis  à la  condition  que  les 
quantités  de  mouvement  perdues  se  fassent  équilibre 
sur  le  système.  Désignant  par  + la  quantité  de  mouve- 
ment imprimée  au  point  du  système  dont  la  masse  est 
m , et  par  a , 6,  */  les  angles  formés  avec  les  axes  des  x , 
desj^  et  des  z par  la  direction  de  la  lorce  qui  imprime 
cette  quantité  de  mouvement,  les  quantités  de  mou- 
vement perdues  par  ce  point  dans  le  sens  de  chaque 
axe  seront  respectivement 

-•->  T * 

dx  dy  dz 

«fccos.a — m — , <tcos.? — m — , «fcos.y — m — ; 

dt  dt  dt 


et  par  conséquent  la  condition  de  l’équilibre  des  quan- 
tités de  mouvement  perdues  par  toutes  les  parties  du 
système  sera  exprimée  par  l’équation 


f dx  dy  dz  \ _ 

5. ml  — dx— |-  — i Sz  l^S.*(ox.oos.*-t-y  .cos.Ç-Wa.cos.y). 

11  est  aisé  d’en  conclure  , d’après  ce  qu’on  a vu  u°  325 , 
que  l’on  doit  avoir  les  trois  équations 


/ 
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dx, ,,  dr,_  dz 

— = S.<i>cos.a,  — S.w=S.<l>cos.S  , -^S.w=S.<j>cos.7i 


doù  il  suit  que  le  centre  de  gravité  prend  la  vitesse 
qui  aurait  lieu  si  toute  la  masse  du  système  était  con- 
centrée dans  ce  point , et  si  toutes  les  impulsions  y 
étaient  appliquées. 


11  restera  de  plus  , après  avoir  posé  les  trois  équations 
précédentes,  l’équation 

^'"(y'di  dtSr‘~^~-Jt  ^^=S-‘t>(|3?cos.  a-)-<î»cos . 6-j-Jt  cos  . 7) , 

à laquelle  doivent  satisfaire  les  vitesses  relatives -r  . 

dt 

dri  d% 

^ , — imprimées  aux  points  du  système  par  rapport 
au  centre  de  gravité. 

Mouvement  de  rotation.  Principe  des  aires. 

329.  Reprenons  l’équation  générale  citée  n°  324  : 

S"\'5F' dF  Sjr+ 1? Sz  )=s(Xte+  Yfy+Z9*) , 

dans  laquelle  x, y,  z représentent  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  du  système  dont  la  masse  est  m , 
mesurées  à la  fin  du  temps  t , à partir  d’une  origine  fixe. 
On  peut  attribuer  aux  variations  Sx,  Sy,  Sz  toutes  les 
valeurs  possibles  compatibles  avec  les  conditions  de  la 
liaison  des  partiesdu  système.  Supposons  quecesystème 
se  meuve  librement  dans  l’espace  ; quel  qu’il  soit , on  ne 
violera  jamais  les  conditions  dont  il  s’agit  en  admettant 
qu’il  tourne,  sans  changer  sa  figure  actuelle , autour 
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d’un  point  fixe  quelconque.  Supposant  donc  les  valeurs 
de  Sx,  Sy,  Sz  données  par  un  mouvement  de  cette  nature , 
prenant  l’origine  des  coordonnées  pour  le  point  fixe  de 
rotation,  et  désignant  par  ocp,  Su,  S%  ^es  ang^es  infini- 
ment petits  décrits  respectivement  autour  des  axes  des  x , 
des^  et  des  z , on  aura , comme  on  l’a  vu  n°  249 , 
w,y:ï'r;  ^ ■.►•■x 

Sx—ySy — zSu  , Sy  = zSy — xSy,  Sz=xSu — yS<f. 

En  substituant  ces  expressions  dans  l’équation  précé- 
dente, et  égalant  séparément  à zéro  les  termes  allectés 
des  variations  , Su,  Sy  dont  les  valeurs  sont  communes 
à tous  les  points  du  système  et  entièrement  arbitraires , 
on  trouvera  les  équations 


yd'x—xeTy 

Sm d ? = Sftf—Yx)i 

jrrL1  Z — zd,1  X 

S./n  - . =S(Zx — Xz), 


S. w 


dû 

ztCy—ycTz 

dl% 


=S(Yz-Z y). 


Et  si  l’on  observe  que  ycFx — xd'y  , xrtz  — zd‘x , 
zd'y — ycFz  sont  respectivement  les  différentielles  des 
quantités  ydx — xdy  , xdz — zdx , zdy — ydz , on  voit 
cjue  ces  équations  peuvent  s’écrire 


d 

( dx 

dy 

dt  ' 

\^dt 

y-  a* 

d( 

fdz 

dx 

dt  ’ 

\ dt 

x — - z 

dt 

d 

(dy 

dz 

dt 

(dt 

Z~  dt* 

Les  termes  des  seconds  membres  représentent  les  mo- 
ments des  forces  appliquées  aux  points  du  système  pris 
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respectivement  par  rapport  aux  axes  des  z , des  y et 
des  x.  Les  termes  du  premier  membre  représentent  les 
coefficients  différentiels , pris  par  rapport  au  temps,  des 
moments  relatifs  aux  mêmes  axes  des  quantités  de 
dx  dy  dz 

mouvement  m — , m— , m — dont  les  points  du  système 
dt  de  dl  v J 

sont  animés  à la  fin  du  temps  t , dans  le  sens  des  coor- 
données x,  y,  z.  Nous  remarquerons  encore,  comme 
dans  len°  325,  que  les  forces  provenant  des  actions  inté- 
rieures qui  s’exercent  entre  les  diflérents  points  du  sys- 
tème n’entrent  pas  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions précédentes , où  elles  ne  donneraient  que  de9 
termes  qui  se  détruiraient  réciproquement. 

330.  Considérons  les  cas  ou  les  seconds  membres  des 
équations  précédentes  seraient  nuis.  Cette  circonstance 
aura  lieu  1°  lorsqu’aucune  force  ne  sera  appliquée  exté- 
rieurement au  système  ; 2°  lorsque  les  forces  appliquées 
extérieurement  aux  divers  points  matériels  seront  con- 
stamment dirigées  vers  l’origine  des  coordonnées.  On 
aura  alors 


N,  M,L  désignant  des  constantes;  d’où  l’on  voit  que 
si , à une  époque  quelconque  du  système , on  veut  com- 
poser les  quantités  de  mouvement  dont  les  points  maté- 
riels sont  animés,  conformément  à ce  qu’on  a vu  n*  54  , 
on  trouvera  toujours,  pour  les  moments  des  trois  couples 
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composants  situés  sur  chacun  des  plans  coordonnés  les 
mêmes  valeurs  N , M , L.  Le  moment  du  couple  résul- 
tant , représenté  par 

V/n’-J-M’+L*, 

conservera  donc  aussi  une  valeur  constante,  et  le  plan 
de  ce  couple  formera  toujours  avec  les  plans  fixes  des  xy , 
des  xz  et  desyz  des  angles  invariables  dont  les  cosinus 
seront  respectivement 

N M L 

l/NW+L'  ’ l/N’+M’+L’  ’ I/N’+M’+L1' 

Ces  propriétés  sont  analogues  à celles  qui  ont  été  ex- 
posées n°  314..  Dans  tout  système  libre  qui  n’est  sollicité 
par  aucune  force  extérieure,  le  couple  résultant  des 
quantités  de  mouvement  des  parties  du  système  relatif 
à une  origine  fixe  quelconque  est  constant  en  grandeur 
et  en  direction. 

Ajoutons  que  s’il  existe  dans  le  système  un  point  fixe , 
la  proposition  qui  vient  d’être  énoncée  subsistera  encore, 
mais  seulement  en  supposant  l’origine  des  coordonnées 
placée  dans  le  point  fixe.  Noue  admettons  alors  que  le 
système  n’est  sollicité  par  aucune  force  extérieure , ou 
que  les  forces  qui  le  sollicitent  sont  toutes  dirigées  vers 
le  poiut  fixe. 

331.  Le  système  étant  toujours  supposé  se  mouvoir 
librement  dans  l’espace,  l’équation  qui  est  posée  à la 
fin  du  n°  325  se  réduit  à 

/ d'I  cTr,  <Pt  \ 

S .m  / — — 3r,  + £ç^  = S(X<îÇ+YJ>!  + Z$z}. 
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On  peut  lui  appliquer  la  transformation  employée  clans 
le  n°  329.  Ç,  »,  ç sont  les  coordonnées  du  point  du 
système  dont  la  masse  est  m,  mesurées  à la  fin  du 
temps  t,  à partir  du  centre  de  gravité,  sur  trois  axes 
rectangulaires  parallèles  aux  axes  fixes  desx,  des  y et 
des  z.  Quel  que  soit  le  système  proposé , on  ne  violera 
pas  les  conditions  de  la  liaison  de  ses  parties,  en 
prenant  pour  les  valeurs  de  Sn , Sç,  celles  qui  ré- 
sulteraient d’un  mouvement  dans  lequel  le  système 
tournerait  sans  changer  sa  figure  actuelle,  comme  un 
corps  solide,  autour  de  son  centre  de  gravité.  On  dé- 
duira donc  de  l’équation  précédente  les  trois  équations 


Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  nuis, 
1°  lorsque  le  système  n’est  sollicité  par  aucune  force  ex- 
térieure ; 2°  lorsque  la  force  qui  sollicite  le  point  m est 
dirigée  vers  le  centre  de  gravité.  Dans  l’un  et  l’autre  cas, 
on  obtiendra,  en  intégrant , les  trois  équations 
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v,j*, À,  désignant  .des  constantes.  Elles  expriment  que  si 
l’on,  forme  à un  instant  quelconque  les  trois  couples 
composant^  résultant  de  la  composition  des  quantités 

j , • i • d-n  % de  . 

de  mouvement  relatives  7»— r,  m—r.m — des  points 

' dl  dt  dt  1 

du  système  par  rapport  au  centre  de  gravité  , ce  centre 
étant  pris  pour  origine',  on  trouvera  toujours  pour  les 
moments  de  ces  couples  les  mêmes  valeurs  Donc 

le  couple  résultant  donné  par  ces  quantités  de  mouve- 
ment aura  aussi  ' toujours  le  même  moment  exprimé 

Rar  • 

* T#  ’ " ' _ ; ' ' - 'r  . \ 

et  le  plan  de  ce  couple  formera  constamment  avec  les 
plans  des  fy,  desÇi;  et  des  r£,  ou  bien  avec  les  plans. fixes 
-des  jçy,  des  xz  et  des.  yz  , des  angles  dont  les  cosinus 
sont  respectivement  * • 

y • [i  > 

V7  vJ +'/+*■  l/v’+ft'+À*  l/'/'+u’-t-*' 

Ces  résultats  complètent  ce  qui  a été  dit  dans  le 
u°  .327 . On  voit  que  pour  un  système  libre  , qui  nJest 
soumis  i l’action  d’aucune  force  extérieure  ou  dans  le- 
quel les.  forces  sont  dirigées  ver»  le  centre  de  gravité, 
les.  quantités  de  mouvement  des  parties  du  système 
relatives  q ce  centVe  , donnent  toujours  un  couple 
résultant  dont  le  moment  est  constant  et  dont  le  plan 
demeure  parallèle  à sa,  position  initiale, 

332.  Les  propositions  qui  viennent  d'être  énoncées 
constituent  ce  que  quelques  géomètres  appellent  la 
conservation  du  mouvement  de  rolatiop.  Mais  011  peut 
aussi  considérer  ces  memes  propositions  sous  un  autre 
point  dé  vue.  Reprenons  les  équations  du  n°  33Û, 
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. • . , - S.i*Hydx-~ 3}éty)<=aHdi . 

. S,m(xd*  — zdx)=Mdt, 

et  concevons  un  rayon  vecteur  dirigé  de  l'origine 
des  coordonnées  nu  point  du  système  dont  la 'masse 
est  tn.  Les  quantités  ydx — xdy>  xdz — zdx , %dy — -jr<ts 
représentent  respectivement  le  double  des  aires  infini- 
ment petites,  décrites  dans  le  temps  dt  par  les  projections 
de  ce  rayon  vecte.ur  sur  les  trois  plans  des  xy,  des  xx  et 
des  yz.  Donc  ces  trois  équations  expriment  que  les 
sommes  de  cès  aires  multipliées  par  les  masses  m crois- 
sent toujours  proportionnellement  au  temps.  P’ôù  l’on 
peut  conclure  que  si  l’on  forme  à une  époque  quelconque 
du  mouvement  d’un  système  Ta  somme  des  produits, 
des  masses  de  chaque,  point  matériel  par  les  aires  décrions 
dans- un  temps  donné  sur  lin  plan  quelconque  par  lés 
projections  de  lears  rayons  vecteurs,  on  trouvera  tou- 
jours pbur  cette  somme  une  valeur  constante. 

Ce  résultat  s’énonce  plus  simplement  en  concevant 
les  masses  du  système  composées  de  divers  nombres' de 
parties  égales  entre  elles , et  admettant  que  l’on  ait 
mené  de  l’origine  fixe  des  coordonnées  un-rayon  vecteur; 
à ■ chacune  deces  parties.  On  pourra  cfire  alorsqudla 
somme  des.  aires  .décrites  dans  un  temps  donné  par  le» 
projections  des  rayons  vecteur»  sur  un  plan  quelcon- 
que , doit  conserver  toujours,  une  «valeur  constante. 

On  ueeonnàtt  d'ailleurs  que  les  aire»  décrites  dans  un 
teqpq»  quelconque  y sur  les  trois  plans  -coordonnés , 
exprimées  par  fit , M t,  L t,  sont  proportionnelles  aux 
moments  des  trois  couples  composants  des  quantités  de 
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mouvement  des  points matériels , couples  dojjt  il  a été 
question  dans  le  n°  330.  De  plus  il  existe  entre  une  ai^e , 
décrite  par  un  rayon  vecteur  dans  un  plan  quelconque , 
et  la  projection  de  cette  aire  sur  un  autre  plan , le  même 
rapport  qu’entre  le  moment  d’un  couple  agissant  dans 
le  premier  plan  et  le  moment  de  éfe  même  couple  dé* 
composé  dans  le  sens  du  second  plan.  On  doit  donc 
conclure  de  ce  qui  précède  1°  que  la  somme  des  aires 
décrites  dans  le  temps  t sur  le  plan  du  couple  résultant» 
c’est-à-dire  sur  le  plan  qui  forme  avec  le  plan  des  xjr, 

‘xz,yz  des  angles  ayant  pour  cosinus  A ; • 

•/  M M i 

. i/N’+M’+l/  V/S'-f-M’+L1  ’ V/N’+M’+L*7 

est  exprimée  par.  . " > 

q •:  * l/jV+M'+l/;  * <>,<.. 

2°  que  la  somme  des  aires  décrites  dans  le  temps  t sur- 
tout autre  plan  formant  avec  celui-ci  un  angle  8,  est 
exprimée  par  . 7^ 

yfîfH>.coS.6, 

quantité  plus  petite  que  la  précédente.  *'  ■ - ' 1-"' 

Ainsi  dans  le  cas  d’un  système  libre,  norf  sollicité 
par  des  forces  extérieures  , le  mouvement  s'opère  tou-  /• 

jours  de  telle  manière  .que  la  somme  des  airés  décrites 
dans  ùn  temps  donné,  sur  un  plan  quelconque,  par  les  * . 

projections  des  rayons  vecteurs  émanant  d’un  centre 
fixe  pris  arbitrairehient,  est  constante.  Il  existe,  pour 
chaque  centre  fixe  , un  plan  à l’égard  duquel  la  valeur 
de  cette  somme  est  plus  .grande  que  pour  tout  outré 


' 'J? 
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plan  mené  par  te  méme  point.  Ce  plan  du  maximum 
des  aires  conserve  une  direction  détèrminée  qui  ne 
varie  pas  avec  le  temps. 

Ces  propriétés  ont  également  lieu  lorsque  le  système 

est  soumis  à l'action  de  forces  extérieures , constant- 

/ « • 7 

ment  dirigées  vers  le  point  fixe  dont  partent  les  rayons 
vecteurs. 

333.  Les  résultats  présentés  dans  le  n*  331  donnent 
lieu  à des  propositions  analogues.  Il  faut  concevoir 
qu’un  plan  quelconque  passant  par  le  centre  de  gravité 
du  système,  se  meut  parallèlement^  lui-même  du  même 
mouvement  que  ce  centre  de  gravité.  Cela  posé,  on 
conclura  évidemment  de  ces  résultats  que  quel  que  soit 
le  mouvement  d’un  système  libre  qui  n’est  soumis  à 
l’action  d’aucune  force. extérieure,  ou  seulement  à l’ac- 
tion de  forces  extérieures  dont  la  résultante  passe  con- 
stamment par  le  centre  de  gravité,  1°  la  somme  des  aires 
décrites  dans  un  temps  donné  sur  le  plan  dont  il  s’agit 
par  les  projections  des  rayons  vecteurs  émanant  du 
centre  de  gravité  est  constante;  2°  que  le  plan  sur  lequel 
les  aires  décrites  forment  la  plus  grande  somme  se  dé- 
place en  suivant  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
sans  cesser  d’être  parallèle  à sa  position  initiale. 

Ces  propriétés  remarquables  sont  connues  sous  le 
nom  de  Principe  des  aires.  Le  plan  du  maximum  des 
aires  est  désigné  , d’après  Laplace,  par  Je  nom  de  plan 
invariable.  La  considération  de  ce  plan  , qui  est 
importante  dans  les  études  relatives  au  système  du 
monde,  facilite  les  recherches  analytiques.  ' • 

334.  Considérons  maintenant, comme  dans  le  n"  328  , 

* » 

♦ 

À •’ 
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l'effet  d’une  impulsion  instantanée.  On  pourra  substi- 
tuer dans  l’éqgation 

Jdx  dv  dz  \ 

S.mr—tx+£  fy+  —Sz  J=S.<b(Sx.cos.a+Sy.cos.G+Sz.cos.y), 

de  ce  numéro  , les  valeurs  de  5y,  Sx,  Hz  qui  ont  été  em- 
ployées dans  le  n°  329  ; ce  qui  conduira  aux  trois  équa- 
tions distinctes 

S m(  dt* — ‘dit  •r^=s®-*(Jrc°8-* — ■rcos-6)i 

f dz  dx\  . *'  • 

x — — z^=  S.'tK.rcos^ — zcos.a) , 

S'W(^  S_  Jr)=S^(*cos.Ç^c«.7)  , 

qui  doivent  subsister  entre  les  quantités  de  mouvement 
imprimées  et  les  vitesses  initiales  que  ces  impulsions 
produisent.  En  comparant  ces  équations  à celles  du 
n°  330,  on  voit  que  dans  le  cas  d’un  système  libre  les 
premiers  membres  conserveront  des  valeurs  invariables 
qui  ont  été  désignées  par  N,  M,  L.  Ainsi  ces  constantes 
représentent,  par  rapport  aux  axes  des  z,  des  y et  des  x , 
les  moments  des  impulsions  initiales  auxquelles  est  dû 
le  mouvement  du  système. 

335.  On  peut  appliquer  une  transformation  analogue 
à l’équation 

dC)  =S.«t>(34.cos.a+Ai|.cos.S+Ji;.cos.7), 

donnée  à la  fin  dqrf  328.  Elle  conduira  aux  trois  équa- 
tions • ’ 
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*•  / de  dx  \ w ■ ^ 

S.m(  ^ n — — =S.<jJ(ncos.a — Ecos.ê), 

S.ot^^Ç — ^ ^=^.4>(|cos.t — îcos.ï),  *-  .* 

S.m^—  Ç — — '»^=S.4i(ïco«.^ — jicos.7), 

dont  dépendent  les  vitesses  initiales  des  parties  du  sys- 
tème rapportées  a leur  centre  de  gravité.  D’après  le 
n”  331 , les  premiers  membres  conserveront  pendant 
.toute la  durée  du  mouvement,  dans  le  cas  d’un  système 
. libre  , des  valeurs  constantes  qui  ont  été  représentées 
par»,  p,  1.  Ces  qüanti  tés  expriment  donc,  relativement 
aux  axés  menés  par  le  centre  de  gravité  du  système,  les 
moments  des  impulsions'  initiales  par  lesquelles  le 
mouvement  a été  produit. 

Principe  des  forces  vives. 

* l 

336.  En  admettant  que  les  conditions  de  la  liaison  des 
points  matériels  ne  contiennent  pas  le  temps  dans  leur 
expression  analytique,  il  sera  permis  de  remplacer  dans 
l'équation  du  n“  324,  * 

-,  / d'x  d’y  d"z  \ . 

S.^(  — Sx+  ~ = S. (X'jjr+Yoj'-t-Ziz) , 

les  variations  Sx  , Sy,  Sz  par  les  différentielles  dx  , dy, 
dz  \ ce  qui  revient  à prendre  pour  le  déplacement  dont 
dépendraient  les  valeurs  de  ces  variations , le  mouve- 
ment même  qu’affecte  le  système  dans  l’élément  du 
temps  qui  suit  l'instant  où  on  le  considère.  L’équation 
précédente  devient  alors 


dxd'x  -(-  dyd'y-\-dzd7z 


dt' 


— S.(X<ér-f  Ydr-j-Z^)., 
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et  donne  en  intégrant 'par  rapport  au  temps, 

S mdX  —2S,J’(Xdx+Ydy-\-Zdz)-\-corist.% 

qui  peut  s'écrire,  en  désignant  part»,  à la  (indu  temps  f, 
la  vitesse  du  point  matériel  dont  la  masse  est  m. 

S.rm’,—2S.J'(Xd.z-\-1(dy+Zdz)  -(-  consl.  ■ 

Si  l’ttfi  adopte  les  dénominations  indiquées  n”  114,  on 
exprimera  ce  résultat  en  disant  que  dans  un  temps  donné, 
l’accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  des  points 
du  système  est  toujours  numériquement  égaleau  double 
de  la  somme  des  quantités  d’action  qui  ont  été  pro- 
duites dans  le  même  temps  par  toutes  les  forces  agissant 
sur  ces  points. 

337.  Lorsque  la  quantité  S (Xdx-\-Ydy-\-Tdz) , est  la 
dillérenlielle  exacte  d’une  certaine  fonction  II  des  trois 
variables  x,y,  z,  en  sorte  que  §{Xdx-\-Ydjr-\-7*dz)=xi\\' 
l’équation  précédente  devient 

S./m-’—  S.m  v0’= 2(ü— ü„) , 

et  n„  représentant  les  valeurs  de  v et  n qui  ont  lieu 
dans  la  position  initiale  du  système.'  La  valeur  de  la 
force  vive  dépend  uniquement  de  la  fonction  fl,  de  l’état 
initial  du  système  , et  des  positions  de  ses  parties  à la 
(in  du  temps  t. 

La  fonction  S (X<£r-|- Xdy  -)-  Zrfz)  est  une  différen- 
tielle exacte  de  x,y,  z lorsque  les  forces  agissant  sur 
les  points  matériels  sont  dirigées  vers  des  centres  fixes  , 
et  sont  des  fonctions  des  distances  des  points  matériels 
à ces  centres.  Elle  l’est  encore  lorsque  ces  forces  pro- 
viennent des  actions  intérieures  qui  s’exercent  entre  les 
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différents*  points  du  système,  et  sont  des  fonctions  des 
distances  de  ces  points.  Soient  en  effet,  dans  le  pre- 
mier cas,  a,  b,  c les  coordonnées  d’un  centre  fixe 
dont  émane  la  force  R agissant  sur  le  point  m dont  les 
coordonnées  sont  x,jr,  z à la  fin  du  temps  t.  Dési- 
gnant par  r la  distance  du  point  m au  centre  fixe,  on 

aura  r—\/  (x— a)3  +(y — by  -f(c— c)1  ; et  si  la  force  R 
tend  à éloigner  le  point  m de  ce  centre,  l’expression  des 
trois  composantes  X,  Y,  Z de  cette  force  sera 

X=RÎ^,  Y=Rtl>,  Z=R— . 

• r r r . 

/ • *•»,  , . •*  , , * • ■ i 

• » , < 

Le  terme  relatif  à la  force  R dans  la  somme  dont  il  s’agit 

devient  donc  ici  j . 

R (~  dx + ~ ~ dz} 

•s  . . ' 

Or 

x — a dr  y — b dr  z — c dr 

r dx  ' r dy  ’ r dz 

>> 

Donc  ce  terme  est  une  différentielle  exacte , puisque  R 
est  supposée  une  fonction  de  r.  Dans  le  second  cas, 
désignons  toujours  par  R la  force  agissant  entre  deux 
points  m et  ni  dont  les  coordonnées  à la  fin  du  temps  t , 
sOntx,  y,  z,  pour  le  premier  et  x,y',z  pour  le  second. 
La  distance  r de  ces  deux  points  sera  exprimée  par 
1/ (ar— a/)’-| -{y — y')'-\-{z — z ;')*•  Admettons  que  la  force  R 
tende  k écarter  les  deux  points  l’un_de  l’autre.  Les  trois 
composantes  de  l’efltfrt  qu’elle  exerce  sur  le  point  m 
seront  : * •'  • 
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et  les  trois  composantes  de  l’effort  qu’elle  exerce  sur  le 
point  m',  seront 

X'= — R , Y'=-R-^- , Z'= — R 

r r r 

La  force  dont  il  s’agit  donnera  donc  le  terme 

-Jjx — x’)(dx — dx')-{-{y — ÿ)(dy — dÿ)-\-(z — z’)(dz—  dz')  J » 

qui  revient  encore  à Rdr,  puisque 

: r*=(o:— j:')4 + (jr— /)’+(*— *')% 

et  qui  est  par  conséquent  une  différentielle  exacte, 
lorsque  R est  supposée  une  fonction  de  r. 

338.  Lorsqu’aucune  force  n’agit  sur  les  points  du 
système,  l’équation  précédente  se  réduit  à 
S.rm>“—const. 

La  somme  des  forces  vives  des  points  matériels  ne  varie 
pas  avec  le  temps  , et  conserve  constamment  sa  valeur 
initiale.  , . . \ 

Les  propriétés  précédentes  sont  connues  sous  le  nom 
de  conservation  des  forces  vives.  Il  importe  de  recon- 
naître exactement  dans  quel  cas  elles  subsistent  ou  non. 

1” Si  le  système  est  constitue  delà  manière  indiquée 
dans  le  n°  230,  c’est-à-dire  s’il  est  formé  de  points  maté- 
riels assujettis  par  des  verges  ou  des  fils  parfaitement  ri- 
gides et  inextensibles,  dont  la  masse  est  Supposée  nulle,  les 
propositions  précédentes  subsistent  toujours  ; lors  même 
que, quelques-uns  des  points  matériels  seraient  entière- 
ment fixes  , ou  assujettis  à-se  mouvoir  sur  des  lignes  ou 
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des  surfaces  fixes  données.  Et  de  plus  , les  quantités 
X.,  Y,  Z ne  comprennent  alors  que  les  forces  appliquées 
extérieurement  au  système;  car  si  l’on  voulait  y com- 
prendre les  actions  intérieures  résuitanldes  tensions  ou 
contractions  des  liens  du  système , ou  même  les  efforts 
exercés  sur  les  obstacles  extérieurs  fixes,  on  reconnaî- 
trait, par  les  n°*  239  et  240  , que  les  moments  virtuels 
des  efforts  dont  il  s’agit  donneraient  une  somme  nulle. 

2°  Si  le  système  est  formé  de  points  matériels  réunis 
par  des  verges  ou  des  fils  extensibles  et  élastiques , dont 
la  masse  est  toujours  supposée  nulle,  les  propositions 
précédentes  peuvent  être  admises  r mais  alors  il  est  né- 
cessaire de  comprendre  dans  les  quantités  X,  Y,Z,üon- 
seulement  les  forces  appliquées  extérieurement  au  sys- 
tème, mais  encore  les  actions  intérieures  qui  s’exercent 
entre  les  points  matériels  assujettis  entre  eux  par  des 
liens  élastiques.  Eneflet,  comme  la  nature  de  ces  liens 
permet  alors  que  la  distance  des  deux  points  matériels 
entre  lesquels  une  telle  action  s’exerce,  varie  lors  des 
changements  de  figure  du  système,  on  ne  peut  appli- 
quer ici  ce  qui  a été  dit  n°  239",  ni  admettre  en  général 
la  destruction  mutuelle  des  deux  moments  virtuels  don- 
nés par  l’action  dont  il  s’agit.  Dans  un  cas  de  cette 
nature,  si  les  actions  exercées  entre  deux  quelconques 
des  points  matériels  dépendent  uniquement  de  la  dis- 
tance actuelle  de  ces  points,  les  termes  relatifs  à ces 
actions  qui  devront  être  introduits  dans  la  formule 
\dx-^-Y dy-\-7jdz  formeront,  comme  on  l’a  vu  ci-dessus, 
une  différentielle  exacte  des  variables  x 

3°  La  remarque  précédente  s’applique  évidemment 
cas  d’un  système  tel  que  le-syslèmc  planétaire,  formé 
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par  des  corps  qui  se  meuvent  indépendamment  les  uns 
des  autres,  et  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  sans 
qu’il  paraisse  exister  entre  eux  aucun  lien  matériel. 
On  doit  comprendre  les  actions  mutuelles  de  ces  corps 
dans  les  quantités  désignées  par  X,  Y,  Z.  Les  termes 
relatifs  à ces  actions  mutuelles  formeront  une  différen- 
tielle exacte  de  a:,  y,  z,  si  ces  actions  sont  exprimées  uni- 
quement en  fonction  des  distances  des  points  matériels. 

4*  S’il  survient  Ufl  choc  entre  les  parties  du  système  , 
la  valeur  actuelle  de  la  somme  des  forces  vives  est  chan- 
gée par  le  seul  eflet  de  ce  choç-,  et  les  propositions  pré- 
cédentes ne  peuvent  plus  en  général  être  appliquées.  En 
effet,  un  chocintroduitdanslesystèmedenouvellesforces 
intérieures  agissant  entre  des  corps  qu’il  faut  regarder 
comme  unis  par  des  liens,  compressibles  et  élastiques  *• 
en  sorte  que  l’on  devrait  comprendre  dans  le  second 
membre  de  l’équation  du  ri"  336  lés  quantités  d’açlion 
développées  par  ces  forces  pendant  la  durée  du  choc,, 
pour  que  cette  équation  ne  cessât  point  de  donner  exac- 
tement la  valeur  de.  la  force  vive  du  système. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives  n’est  pas  aussi  général  que 
les  propriétés  qui  ont  été  exposées  précédemment,  et 
qui  se  rapportent  à la  conservation  des  quantités  de 
mouvement , eu  ce  sens  que  ces  dernières  propriétés  sont 
tout  ît  fait  indépendantes  des  réactions  intérieures  des 
parties  du  système  , ce  qui  n’a  pas  toujours  lieu  pour  la 
conservation  des  forcés  vives. 

339.  Considérons  plus  particulièrement  l’effet  d’un 
choc  entre  les  parties  d’un  système  de  corps  en  mou- 
vement. Il  sera  nécessaire  , d’après  ce  qui  a été  dit  ci- 
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dessus,  de  comprendre , pendant  la  durée  du  choc,  dans 
le  second  membre  de  l’équation 

les  moments  virtuels  des  efforts  intérieurs  qui  ont  été’ 
produits  par  ce  choc.  Soit  en  général  N la  valeur  de 
l’effort  exercé  à la  fin  du  temps  t entre  deux  corps  du 
système  que  le  choc  a mis  en  contact,  et  n la  distance 
du  point  de  contact  à uni  point  fixe  pris  sur  là  direction 
de  la  normale  commune  aux  surfaces  des  deux  corps 
menée  par  ce  point  : N Sri  représentera  le  moment  vir- 
tuel de  l’eflort  N.  Si  l’on  désigne  d’ailleurs , pour  abré-  . 
ger,  par  u,  v , w , les  vitesses  du  point  matériel  dont  la 
masse  est  m,  qui  ont  lieu  respectivement  â la  fin  du 
•temps  t , dans  le  sens  des  x , des  y et  des  z , on  devra 
écrire “ ' , * ?.  _ 

S./»^  — — oy-f-  <îz^  = S.(XÆr-(-Y^y-f-Z'5‘z)--j-S.ra<în, 

équation  qui  subsistera  pendant  toute  la  durée  du  choc. 

Remarquons , comme  on  l’a  fait  dans  le  n“  258 , que  la 
durée  d’un  choc  étant  toujours  fort  petite , et  les  posi- 
tions respectives  des  parties  du  système  ne  subissant 
pendant  cette  durée  que  dés  changements  très-petits , 
il  n’y  aura  que  très-peu  d’erreur  à considérer  pendant  le- 
choc , dans  l’équation  précédente , les  variations  Sx , Sj, 
Sz,  Sn  , comme  constautes  par  rapport  au  temps  t.  En 
admettant  cette  hypothèse  ; et  intégrant  par  rapport  au 
temps , il  viendra  , 

S.m[(u — U)iîx4-(t' — — W)$z] 

' ' ' = S.fdl(XSx +YSy+7Jz)+$:f  di.NSn  , 
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en  désignant  par  U,  V,  W les  valeurs  des  vitesses  u, 
v , w,  qui  ont  lieu  à l’instant  où  le  choc  commence  , et 

prenant  les  intégrales  désignées  par  J"  depuis  cet  instant 

jusqu’à  la  fin  du  temps  t.  Cette  équation  doit  également 
subsister  pendant  toute  la  durée  du  choc. 

Nous  observerons  maintenant  i°  que  les  forces  dési- 
gnées par  X,  Y,  Z , qui  représentent  les  actions  conti- 
nues exercées  sur  le  système  auront  généralement,  dans 
les  cas  naturels , des  valeurs  très-petites  par  rapport  à 
celles  des  efforts  désignés  par  N qui  sont  développés 
par  l’effet  du  choc , et  par  conséquent  que  le  premier 
terme  du  second  membre  de  l’équation  précédente  peut 
être  négligé  par  rapport  au  second  terme;  2°  que  la 

valeur  de  ce  second  terme  S J' dt.Ndn  peut  toujours  être 

supposée  nulle  ; car  il  suffit  pour  cela  d’admettre  que 
dans  le  déplacement  du  système  auquel  répondent  les 
valeurs  des  variations  Sx , Sy,  Sz  , Sn , les  surfaces  en 
contact  des  corps  qui  se  choquent  ne  se  séparent  point-, 
mais  glissent  seulement  les  unes  sur  les  autres,  puis- 
qu’alors  les  forces  donneront  toujours  des  moments  vir- 
tuels égaux  deux  à deux  et  de  signes  contraires.  On  peut 
donc  écrire  , au  lieu  de  l’équation  précédente, 

* S.m[(u — U )3x+(v — Vjiîy-f-  (-w — W)Sz]  •=  0. 

<•  • • ' . ' , ' «* 

340.  Si  l’on  veut  maintenant  distinguer  les  divers  ré- 
sultats qui  auront  lieu  suivant  la  constitution  physique 
des  corps,  conformément  aux  notions  présentées  dans 
les  n0*  271  et  272,  on  supposera  d’abord  qu’il  s'agisse  de 
corps  non  élastiques,  c est-à-dire  tels  que  le  cljoc  est  fini 
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quand  les  impressions  sont  parvenues  à leur  maximum  , 
et  que  les  surfaces  en  contact  des  deux  corps  ne  se  sépa- 
rent point  à l’instant  de  la  fin  du  choc,  mais  peuvent 
seulement  glisser  les  unes  sur  les  autres.  Dans  ce  cas  , 
considérant  l’instant  de  la  fin  du  choc , on  pourra 
prendre  pour  les  variations  &r,  Sy,  Sz  dans  l’équation 
précédente,  les  espaces  dx,  dy , dz  réellement  décrits 
par  les  points  matériels  dans  l’élément  du  temps  dt  qui 
suit  l’instant  où  le  choc  finit , ce  qui  revient  à remplacer 
Sx,  Sy,  Sz  par  udt , vdt , wdt  ; car  les  espaces  udt,  vdt , 
wdt  satisfont  alors  à ces  deux  conditions  de  pouvoir 
être  pris  pour  les  valeurs  de  Sx  , Sy,  Sz  supposées  con- 
stantes pendant  toute  ladurée  du  choc,  et  de  rendre  nulle 
la  somme  des  moments  virtuels  N Sn.  L’équation  dont 
il  s’agit  donne  alors 

— (Uit+Yv-j-Ww)]  = 0 , 

u, y, w représentant  les  vitesses  qui  ont  lieu  à la  fin  du 
choc. 

Considérons  l’expression 

S.mtU’+F+W*— (u'-fp’-fiV*)] , 

• . \.  • 

qui  représente  la  différence  entre  les  sommes  des  forces 
vives  des  parties  de  système-  qui  ont  lieu  au  commen- 
cement et  à la  fin  du  choc.  Si  l’on  y ajoute  le  premier 
membre  de  .l’équation  précédente  multiplié  par  2 , on 
n’en  changera  pas  la  valeur;  mafe  cette  expression  se 
mettra  sous  la  forme  . „ V 

S.m£(ü-u)’-f (V  — «tf-HW— iv)1]  i 

d'où  l’ola  conclut  que, la  lotte  vive  perdue  par  l'effet 
d’un  choc  entre  corps  non  élastiques  est  égale  à la.  force 
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vive  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues  respectivement 
par  chacun  des  corps  du  système.  Cette  proposition 
est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Carnot.  On 
voit  d’ailleurs  qu’un  choc  entre  les  corps  d’un  système 
a toujours  pour  effet  d’en  diminuer  la  force  vive. 

341.  On.-démontre  également  la  proposition  dont  il 
s’agit  lorsque  l’on  considère  le  choc  entre  des  corps  par- 
faitement durs  de  la  manière  qui  a été  indiquée  n°  275. 
En  effet , d’après  le  n°  258,  le  mouvement  du  système 
est  assujetti  à la  condition  que  les  quantités  de  mouve- 
ment finies  , perdues  instantanément  par  l’effet  du  choc, 
qui  sont  représentées  respectivement  par  m ( U — u), 
m ( Y — >1/),  m (W — w ),  fassent  équilibre  aux  quantités 
de  mouvement  imprimées  par  les  f orces  qui  agissent  sur 
le  système , prises  en  sens  contraire.  Or  les  forces  dé- 
veloppées par  le  choc,  qui  ue  sont  autre  chose  que  les 
■pressions  exercées  l’un  sur  l’autre  par  les  corps  que  le 
choc  a mis  en  contact',  pressions  qui  ont  été  désiguées 
par  N,  sont  toujours  égalés  deux  à deux,  et  dirigées  en 
sens  opposés  suivant  la  même  ligne  droite.  Elles  se 
détruisent  réciproquement,  et  l’équilibre  dont  on  vient 
de  parler  est  exprimé  simplement  par  l’équation 

S.m[(U — u)8x-\-m(V — v)ty  -|-  m{  W — u/)oz]  = 0 , 

c’est-à-dire-l’équation  même  qui  a été  employée  ci-des- 
sus. On  doit  ici  faire  entièrement  abstraction  des  forcés 
qui  agissent  d’une  manière  continue  sur  le  système . 
parce  que,  dans  un  temps  infiniment  petit , ces  forces 
ne  donnent  que  des  quantités  de  mouvement  infiniment 
petites:  _ ' ' '■ 
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342.  Ail  mettons  en  second  lieu,  comme  dans  le 
n“  272 , que  le  choc  s’opère  entre  des  corps  parfaitement 
élastiques,  et  de  plus,  qu’à  l’instant  où  le  choc  finit, 
les  impressions  formées  dans  ces  corps  par  l’effet  du 
choc  ont  entièrement  disparu.  Il  n’est  plus  permis  ici 
de  faire  à J’égard  des.  quantités  Sx,  ôy, $z,la  suppo- 
sition qui  a été  faite  dans  le  n°  295 , parce  que  les 
surfaces  des  corps  se  séparant  dès  que  finit  le  choc , 
les  points  qui  étaient  en  contact  n’ont  plus , après  le 
choc,  les  mêmes  vitesses  dans  le  sens  de  la'  normale 
commune  aux  deux  surfaces.  Mais  les  intégrales  fdt.lSSn 
qui  entrent  dans  l’équation  du  n°  339 , en  les  sup- 
posant prises  depuis  le  commencement  jusqu  a la  fin  du 
choc , auront  alors  des  valeurs  nulles  ; parce'  que  les 
variations  Sn  sont  supposées  constantes  par  rapport  au 
temps,  et  que  ces  intégrales  se  trouvent  formées  de  deux 
parties  égales  et  de  signes  contraires.  D’où  l’on  conclut, 
que  dans  les  cas  dont  il  s’agit , la  somme  des  forces  vives 
des  parties  du  système  reprendra  après  le  choc  la  même 
valeur  qu’elle  avait  auparavant  le  choc.  Cette  propo- 
sition ne  s’applique  point  à tous  les  cas  où  les  chocs 
ont  lieu  entre  corps  parfaitement  élastiques,  mais  seu- 
lement aux  cas  très- particuliers  où  les  corps  sont  reve- 
nus complètement',  à la  fin  du  choc,  à leur  figure  natu- 
relle. 

343.  Nous  considérerons  encore  le  cas  où  il  survien- 
drait, dans  un  système  de  corps  en  mouvement,  une 
explosion  instantanée , c’est-à-dire  que  nous  admet- 
trons qu’il  s’établit  subitement  pendant  un  temps  très- 
court,  entte  deux  ou  plusieurs  corps  du.  système,  de 
très-grands  efforts , tendant  à’ écarter  cés  corps  les  uns 
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des  autres.  Nous  aurons  alors,  comme  dans  le  n°  339 , 
pendant  la  durée  de  l’explosion,  l’équation 

S.m[(u— U)Jx -|-  (p— V)fy+(w— W)3z]  = 0 , 
pourvu  que  l’on  attribue  aux  variations  Sx,  Sy,  Sz , des 


valeurs  conformes  à la  condition  énoncée  à la  fin  de  ce 
numéro.  Or  on  satisfait  évidemment  à cette  condition 


en  remplaçant  Sx,  Sy,  Sz,  par  les  espaces  lldt,  Ydt,  W dt 
parcourus  par  les  points  matériels  en  vertu  des  vitesses 
qui  avaient  lieu  à l’instant  où  l’explosion  a commencé. 
Ainsi  nous  avons  ici 


S.m[Uu-fVv-f-Ww— (U,+V,+W’)]=0 , 
et  l’on  en  déduit,  comme  dans  Ien°295,  . : 

S.wtu’+v’-Mv’—  (U’+V’+W’)  ] 

= S.m[(u — U)’+(v— V)a+(w— W)1]., 

d’où  il  suit  que  la  force  vive  acquise  par  le  système , à 
la  suite  del’explosion , eslégale  à la  force  vive  qui  serait 
due  aux  vitesses  acquises  respectivement  par  chacun  des 
corps  du  système.  L’ellet  d’une  explosion  est  toujours 
d’augmenter  la  force  vive  actuelle  du  système. 

SW.  On  peut,  en  admettant  la  resiilction  qui  a 
été  énoncée  n°  336  , c'est-à-dire  en  supposant  les  con- 
ditions du  système  indépendantes  du  temps , rempla- 
cer Sç,  Sn,  par  d\,  dn , d',  dans  l’équation  qui  se  trouve 
à la  fin  du  n®  325 , ce  qui  donnera 

dld'Z+dnd'n+dZeTH 


S.m- 


dt 


: = S(X^+Y^+Zrf;); 


et  en  intégrant  pac  rapport  au  temps 
dç'+dri'  yd£ 


S.m- 


dt' 


= ( Xdî+Ydr,+ZdÇ)  + const . 
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Ainsi  le  principe  des  forces  vives  subsiste  également 
lorsque  l’on  considère  les  mouvements  des  points  ma- 
tériels relatifs  à leur  centre  de  gravité. 

345.  Nous  terminerons  par  une  remarque  relative 
aux  notions  qui  ont  été  présentées  dans  les  n°*  252  et 
253.  Reprenons  l’équation  trouvée  n°  336 

S mt>' — Srm>'0=  2(11 — ÜJ  • 

On  en  conclut  que  la  somme  des  forces  vives  du  sys- 
tème aura  ses  valeurs  maxima  ou  minima  en  même 
temps  que  la  fonction  II;  et  comme  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  de  cette  dernière  fonction 
est  <fn=0,  c’est-à-dire 

SQidx+Ydy+Zdz)  — 0 , 

ou  bien 

S(XAr+Y$r+Zfc)=i) , 

il  en  résulte  oette  conséquence  remarquah , leque  dans 
le  'mouvement  d’un  système,  la  force  vive  est  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  possible  lorsque  ce  système 
se  trouve  dans  des  positions , ou  présente  des  figures 
telles,  que  les 'forces  qui  lui  sont  appliquées  se  feraient 
mutuellement  équilibre. . Ainsi  la  recherche  des  posi- 
tions du  système , dans  lesquelles  il  y a équilibre  entre 
des  forces  données,  répond  à la  recherche  des  positions 
où  la  force  vive  du  système , mû  par  l’action  de  ces 
mêmes  forces,  est  un  maximum  ou  un  minimum.  , 

On  démontre  de  plus , 1'  que  l’équilibre  est  stable 
(c’est-à-dire  que  le  système  est  dans  une  situation  telle 
qu’il  y revient  de  lui-même  par  la  seule  action  des  forces 
qui  lui  sont  appliquées  , quand  on  lui  a fait  subir  un 
très- petit  déplacement),  lorsque  la  valeur  de  la  force 
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vive  est  lin  maximum;  2”  que  l’équilibre  est  instable, 
lorsque  la  valeur  de  la  force  vive  est  unmiinimum. 
Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles  qui  a 
été  rapportée  dans  le  n°  237.  Désignons  en  effet  par  p, 
p'^'jetc^lesdistances  qui  existent  respectivement  entre 
les  moufles  fixes  etmobiles  A et  B,  A'  et  B',  A'’  et  B'',  etc. 
La  somme  des  longueurs  des  cordons  qui  réunissent 
ces  moufles  les  unes  aux  autres  sera  évidemment 
Pp_|_  P'p'-f-P'^f'-j-etc.  Soit  de  plus  c la  longueur  con- 
stante des  parties  du  fil  qui  vont  d’une  moufle  fixe  a une 
autre  en  passant  sur  des  poulies  de  renvoi  également 
fixes;  et  enfin  désignons  par  s la  partie  du  fil  qui 
est  placée  au  delà  de  la  dernière  poulie  de  renvoi,  et  à 
l’extrémité  de  laquelle  le  poids  est  attaché.  La  longueur 
totale  du  fil,  qui  est  constante,  sera  représentée  par 
Pp+P’p'+P"p"-i-elc.,+c+s  ; 

et  si  l’on  suppose  les  quantités  P,  P*,  P",  etc.,  indé- 
pendantes dep,  p',p",  etc.;  ce  qui  est  permis  lorsque 
l’pn  ne  considère  qu’un  déplacement  très-petit  du  sys- 
tème, la  quantité  Pjp-j-Pj0,-)-P"pi"-j-  etc.  , prise  avec  un 
signe  contraire,  reviendra  à celle  qui  a été  désignée  ci- 
dessus  par  II.  Ainsi  la  longueur  du  fil  est  également 
exprimée  par 

— II+c+*. 

Or  si  la  valeur  de  il , et  par  conséquent  celle  de  s,  sont 
des  maximums , un  petit  dérangement  quelconque  du 
système  fera  monter  le  poids  ; et' comme  ce  poids  tend 
toujours  à descendre,  le  système  reviendra  de  lui-même 
à sa  position  primitive.  Si  au  contraire  les  valeurs  de  II 
et  de  i sont  des  minimums  , un  dérangement  semblable 
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fera  descendre  le  poids  ,'  qui  continuera  alors  à des- 
cendre, et  de  système  s’écartera  de  plus  en  plus  de  la 
position  où  il  se  trouvait  en  équilibre. 

346.  La  même  proposition  peut  encore  être  démontrée 
de  la  manière  suivante.  Considérons  le  système  dans  la 
situation  où  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  font 
équilibre,  et  ou  la  valeur  de  la  fonction  II,  que  nous 
désignerons  par  II0 , est  un  maximum  ou  un  minimum. 
Admettons  ensuite  qu’ou  imprime  à chaque  point  m 
une  vitesse  très-petite  v0 , en  sorte  que  le  système  com- 
mencera à se  mouvoir  avec  une  force  vive  initiale  éga- 
lement très-petite,  représentée  par  S.mv,’.  Après  un 
certain  temps  t la  force  vive  du  système  sera  donnée 
par  l’équation 

S.m^=S./m'0,+2(II — Il  J. 

Mais  si  nous  représentons  les  coordonnées  x,y,  z qui 
appartiennent  au  point  m à la  fin  du  temps  t par  xo-|-ç , 
, z.-f-Ç , de  même  les  coordonnées  x',  ÿ,  z!  appar- 
tenant à un  autre  point  tri  du  système  à la  fin  du  temps  t 
par  x0'-j-?',  z[- k’,  et  ainsi  des  autres  ; nous  pour- 

rons développer , conformément  à ce  qu’on  a vu  dans 
l’article  XIII  des  Leçons  d’ Analyse  , la  fonction  II  en 
une  série  telle  que 

IIo+'®',+'®'’,+'*",+  etc., 

dans  laquelle  le  terme  contiendra  seulement  les  pre- 
mières puissances  des  variables  p,  Ç;  V,  p\  ç';  etc.  ; le 
terme  contiendra  les  carrés  et  les  produits  deux  à 
deux  de  ces  mêmes  variables  ; le  terme  <zri"  contiendra 
leurs  troisièmes  puissances  et  leurs  produits  trois  à trois  ; 
et  ainsi  de  suite.  Et  si  les  valeurs  x#,  y, , z, ; x'0,  etc., 
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se  réduira  à 

S.mis'=S.rru>'t+  2(<w''+<®'"-t-etc.), 
dans  laquelle  la  quantité  il  etc.)  sera  néces- 

sairement négative  dans  le  cas  du  maximum  et  positive 
dans  le  cas  du  minimum.  Or,  le  premier  membre  S .mu' 
est  toujours  positif  ; donc  , 1°  dans  le  cas  du  maximum  , 
la  valeur  absolue  de  2 («r"- etc.)  ne  pourra  jamais 
surpasser  S. mv0'  qui  est  supposée  très-petite,  cequi  en- 
traîne la  conséquence  (ainsi  qu’on  peut  le  reconnaître) 
que  les  variables  Ç,  u,  y,  ; Ç7,  etc.,  ne  peuvent  prendre  que 
des  valeurs  très-petites  ; 2°  dans  le  cas  du  minimum,  au- 
cune condition  ne  limite  la  valeur  delà  quantité  dont 
il  s’agit , ni  par  conséquent  les  valeurs  de  ces  variables. 
La  recherche  du  mouvement  du  système  montrerait 
eflèctivement  que  dans  ce  dernier  cas  les  vitesses  des 
points  matériels  tendent  à augmenter  de  plus  en  plus. 


tons  par  ds  l’élément  de  la  trajectoire  décrite  parle  point 
dont  la  masse  est  m dans  le  temps  dt , et  par  v la  vi- 


Jds.v  est  prise  entre  deux  points  donnés  de  la  tra- 
jectoire qui  ont  des  positions  fixes  dans  l’espace,  et  par 


Principe  de  la  moindre  action . 
34.7.  Considérons  la  quantité. 


. qui  se  forme  en  prenant  le  produit  de  la  masse  de  cha- 
que point  matériel  par  l’intégrale  f ds.v.  Nous  représen- 


tesse  de  ce  même  point  à la  fin  du  temps  t.  L’intégrale 


. 
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lesquels  le  point  matériel  m est  assujetti  à passer. 
Entre  ces  deux  points  fixes  la  trajectoire  décrite  par 
ce  point  n’est  pas  déterminée  d’avance;  elle  dépendra 
des  conditions  du  système  et  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées.  Cela  posé , le  principe  de  la  moindre 
action  consiste  en  ce  que;  pour  un  système  et  des 
forces  quelconques , les  trajectoires  décrites  par  les 
divers  points  matériels  entre  les  limites  fixes  données 
seront  toujours  telles  que  la  quantité  S. mjds.v  sera 
un  maximum  ou  un  minimum  (c’est-à-dire  plus 
grande  ou  plus  petite  que  pour  toute  autre  trajectoire 
possible),  les  intégrales  Jdf.v  étant  prises  entre  ces 
mêmes  limites. 

Cette  proposition  convient  seulement  aux  cas  où  les 
conditions  du  système  sont  indépendantes  du  temps,  et 
où  la  fonction  S(Xdx+Ydy+Zdz ) est  une  dillérentielle 
exacte  d’une  certaine  fonction  II  des  variables  x , y,  z. 
Pour  la  démontrer,  il  suffira  de  faire  voir  que  l’on  aura 
toujours 

SS.rn  J ds.t>= 0, 

En  eifet  l’on  a 


3S.mds.v=S.m(y.iïds+ds.$v)=S.m  dt.Sv' 

Mais  d’une  part 

^ dx.Sdx-\-dy.5dy+dz.3dz 

ds  "'_i 

et  d’autre  part , d’après  le  n°  336 

^jn^,ÀsÙ^(XSx+Y^+ZSz)^a.n^Sx+d,^jr^d‘zS* 

donc , en  substituant  ces  deux  valeurs 


dt' 


SS.mds.v  = S >md. 


< dx.3x+dy.  3y+d  z.St\ 


(d, 


dt 
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Intégrant  maintenant  par  rapport  à t , l’intégrale  in- 

, , , c dx.Sx+dy.fy+dz.àz 

ileiinie  du  second  membre  sera  5 .ni : , 

dt 

quantité  nulle  aux  deux  limites,  puisque  les  deux  extré- 
mi  tés  des  trajectoires  étant  données,  on  a pour  ces  points 
Sx=0,  oy=0,  3z=0.  Ainsi  l’on  a entre  ces  limites 

SS.mf  ds.t>=  0, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

348.  L’équation  précédente  revient  d’ailleurs  à 
«îS./w J dt.v'=  0,_- 

s « , \i\  'Y  •'•*  • d 

en  sorte  que  le  principe  dont  il  s’agit  peut  aussi  s’ex- 
primer en  disant  que  l’intégrale,  prise  par  rapport  au 
temps,  des  forces  vives  du  système  qui  ont  lieu  entre 
deux  positions  données , est  toujours  la  plus  grande  ou 
la  moindre  possible. 

XXIII.  Calcul  de  l’effet  des  machines. 


349.  Les  machines  sont  employées  pour  remplacer, 
dans  les  travaux  des  arts,  l’action  immédiate  de  l’homme 
ou  des  animaux.  Calculer  Y effet  d’une  machine,  c’est 
estimer  la  quantité  de  travail  que  l’on  pçut  opérer  par 
son  moyen  dans  des  circonstances  données. 

Malgré  la  diversité  que  présentent  les  opérations  aux- 
quelles les  machines  sont  appliquées,  on  reconnaît 
qu’elles  ont  toutes  des  éléments  communs,  au  moyen 
desquels  on  peut  les  apprécier  d’une  manière  générale 
et  régulière.  En  effet , toutes  les  fois  qu’il  y a un  tra- 
vail fait  par  une  machine  ( c’est-à-dire  une  opération 
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eilectuée  dont  il  résulte  la  production  d un  objet  utile 
ayant  une  valeur  subsistante  ) , il  y a nécessairement  un 
effort  exercé  sur  un  point  qui  parcourt  en  même  temps 
un  espace  dans  le  sens  de  cet  effort.  La  réunion  de  ces 
deux  circonstances , effort  èxercé , et  espace  parcouru 
dans  le  sens  de  l’effort,  est  nécessaire  pour  constituer  un 
travail  utile  auquel  on  puisse  attribuer  une  valeur. 

La  vérité  de  ce  principe  est  manifeste  daris  les  appa- 
reils dont  l’objet  est  d’élever  des  corps  pesants,  par 
exemple  dans  les  machines  qui  servent  à élever  de 
l’eau.  Elle  ne  l’est  pas  moins  dans  la  plupart  des  autres 
n^acbines , où  l’on  reconnaît  facilement  qu’au  point 
où  le  travail  s’effectue  un  effort  est  toujours  exercé  par 
une  partie  de  l’appareil  qui  est  mue  dans  le  sens  de 
cet  effort. 

350.  En  général , on  distinguera  dans  les  machines  : 
1°‘  l’action  du  moteur,  c’est-à-dire  la  cause  qui  a pro- 
duit dans  l’origine  le  mouvement  des  parties  de  l’appa-, 
reil , qui  entretient  ce  mouvement  et  empêche  qu’il  ne 
soit  détruit  par  des  causes  opposées;  2°  l’action  de  la 
résistance , action  qui  résulte  immédiatement  du  tra- 
vail que  la  machine  peut  effectuer,  et  qui , s’exerçant 
dans  un  sens  contraire  à celui  de  l’action  du  moteur,  tend 
continuellement  à détruire  le  mouvement  des  parties  de 
la  machine. 

On  reconnaîtra  de  plus,  conformément  à ce  qui  a été 
dit  dans  le  n°  précédent , que  l’action  du  moteur  con- 
siste en  ce  qu’un  effort  constant  ou  variable  est  exercé 
sur  un  certain  point  de  la  machine  qui  se  meut  dans 
le  sens  de  cet  effort:  et  de  même,  que  l’action  de  la 
fésistanoe  consiste  en  ce  qu’un  certain  point  de  ht- 
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machine  exerce  sur  un  corps  étranger  un  effort , et 
se  meut  dans  le  sens  de  cet  eilort.  On  pourra  même, 
dans  la  plupart  des  cas,  mettre  ces  circonslances*en 
évidence,  en  remplaçant  eflectivement  l’action  du  moteur 
par  la  descente  verticale  d’un  poids  égal  à l’effort  que  ce 
moteur  exerçait , et  attaché  à l’extrémité  d’une  corde 
tendue  dans  le  sens  de  cet  effort;  et  en  remplaçant 
aussi  l’action  de  la  résistance  par  l’élévation  verticale 
d’un  poids. 

351.  Connaissant  ainsi  la  nature  de  l’action  des  mo- 
teurs sur  les  machines  pour  y produire  et  entretenir 
le  mouvement  et  celle  des  machines ‘sur  les  résistances 
pour  effectuer  l’opération  à laquelle  la  machine  est 
destinée , et  sachant  que  ces  actions  peuvent  être  assi- 
milées à la  descente  ou  à lelévation  d’un  corps  pesant , 
on  voit  facilement  à quoi  se  réduit  leur  évaluation.  Il 
est  visible  en  effet  que  l’action  résultante  de  la  descente 
d’un  poids,  ou  le  travail  nécessaire  pour  élever  uri  poids, 
sont  d’autant  plus  grands  que  le  poids  est  plus  grand 
et  que  la  hauteur  est  plus  grande.  Par  conséquent , 
si  Ton  nomme 

P,Q  les  efforts  supposés  constants,  exercés  respecti- 
vement dans  une  machine  aux  points  d’application 
du  moteur  et  de  la  résistance  ; • 
p,q  les  espaces  parcourus  respectivement  dans  un 
temps  donné  par  ces  points  dans  le  sens  des  efforts 

p,Q; 

l’action  exercée  par  le  moteur,  et  la  quantité  de  travail 
ou  l’effet  produit  par  la  machine  dans  le  même  temps, 
seront  exprimés  par  Jes  nombres  P p et  Qÿ. 


r 
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Dans  le  cas  où  les  eflorts  P,Q  ne  sont  point  con- 
stants, on  les  considérera  comme  donnés  eu  fonction 
«les1  espaces p,q  parcourus  respectivement  dans  la  direc- 
tion de  ces  efforts  : l’action  exercée  par  le  moteur  et 
l’elTet  produit  par  la  machine  seront  exprimés  par  les 
intégrales 

■ P dp  et 

C* 

prises  entre  les  limites  correspondant  aux  instants  où 
commence  et  finit  le  travail. 

On  voit  par  là  et  d’après  les  définitions  données 
n°  14V  , que  les  quantités  d’action  exercées  respective- 
ment pendant  le  mouvement  de  la  machine  aux  points 
d’application  du  moteur  et  de  la  résistance  donnent 
l’évaluation  numérique  de  l’action  du  moteur  et  du  tra- 
vail effectué  par  l’appareil.  Ainsi,  les  nombres  qui  re- 
présentent l’action  du  moteur  ou  l’effet  de  la  machine 
sont  formés  du  produit  d’un  nombre  d’unités  de  poids 
par  un  nombre  d’unités  linéaires.  On  peut  regarder  les 
nombres  dont  il  s’agit  comme  composés  d’unités  dont 
chacune  est  le  travail  nécessaire  pour  élever  l’unité  de 
poids  à l’unité  de  hauteur,  c’est-à-dire , dans  notre  sys- 
tème de  mesures,  pour  élever  un  poids  d’un  kilogramme 
à une  hauteur  d’un  mètre. 

352.  Considérons  maintenant  une  machine  en  mou- 
vement. L’ensemble  des  corps  dont  elle  est  formée  consti- 
tue un  système  auquel  on  peut  appliquer  les  notions 
générales  exposées  dans  les  articles  précédents.  Ce  sys- 
tème est  soumis  à l’action  des  forces  extérieures,  qui 
sont  principalement  l’effort  exercé  par  le  moteur  dans  le 
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sens  du  mouvement,  et  l'elfort  exercé  parla  résistance 
en  sens  contraire  du  mouvement.  Il  peut  exister  aussi 
d’autres  actions  extérieures  , telles  que  la  résistance  des 
milieux  dans  lesquels  les  parties  de  la  machine  se  meu- 
vent. De  plus,  il  se  produit  généralement  des  actions 
intérieures,  auxquelles  le  mouvement  même  des  parties 
de  l’appareil  donne  naissance,  et  qui  s’exercent  toujours 
en  sens  contraires  de  ce  mouvement.  En  prenant  en 
considération  toutes  ces  forces  , on  peut  reconnaître 
d’une  manière  générale  les  conditions  auxquelles  la 
marche  d’une  machine  est  assujettie. 

Conservons  les  dénominations  du  n°35i , et  désignons 
de  plus  par  * • 

F l’eflort  qui  doit  être  surmonté  pour  vaincre  une  des 
résistances  produites  par  le  mouvement  de  l’ap- 
pareil ; 

f l’espace  parcouru  à la  lin  du  temps  t dans  la  di- 
rection de  l’ellbrt  P; 

- m la  masse  d’un  des  points  matériels  dont  les  parties 
de  la  machine  sont  composées  ; 
v la  vitesse  de  ce  point  h la  fin  du  temps  t ; 
nous  aurons,  d’après  le  n°  336  , 

«»”*•••  •*  (A) 

Le  terme  SfF df  représente  la  somme  de  toutes  les 
intégrales  /'Frf/’qui  sont  données  par  les  diverses  résis- 
tances produites  par  le  mouvement  de  fa  machine,  et  que 
l’action  du  moteur  doit  surmonter. 


-i-S.mo*=  jp^-r-S  ijFdf—  j 
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En  différentiant  par  rapport  au  temps  l’équation 
précédente , elle  devient  , • 

S.mvdv  — 'Pdp — SF  df — Qdq.... (B) 

* . * 

Ces  relations  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes. 

353.  Dans  les  premiers  instants  où  une  machine  est 
mise  en  mouvement,  et  où  la  vitesse  de  ses  parties  aug- 
mente progressivement , le  second  membre  de  l’équa- 
tion (B)  est  nécessairement  positif,  l’action  du  moteur 
l’emportant  sur  celle  des  résistances.  Mais  il  arrive  tou- 
jours , par  la  nature  de  ces  actions , que  l’effort  du  mo- 
teur diminuant  et  l’effort  de  la  résistance  augmentant  au 
contraire  à mesure  que  les  vitesses  v augmentent , la 
valeur  du  second  membre  de  l’équation  (B)  tend  à de- 
venir nulle.  Lorsque  cela  a lieu , cette  équatiob  donne 
dy= 0 ; et  Si  les%fforts  désignés  par  P,  Qet  F conservent 
leurs  valeurs  actuelles,  les  vitesses  des  parties  de  l’appa- 
reil ne  subissent  plus  aucune  variation,  et  la  machine 
se  meut  constamment  d’un  mouvement  uniforme. 

Cette  .uniformité  dans  le  mouvement , qui  est  le  ré- 
sultat de  l’invariabilité  supposée  des  efforts  P, Q, F 
à partir  de  l’instant  où  leurs  valeurs  ont  satisfait  à 
l’équation 

P dp  — SF  df — Qdç=±0, (C) 

a effectivement  lieu  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Elle 
s’établit  ordinairement  après  un  intervalle  de  temps 
très-court  compté  du  moment  ou  la  machine  a commencé 
a se  mouvoir.  On  voit  que  dans  les  cas  dont  il  s'agit , les 
efforts  constants  exercés  par  le  moteur  et  la  résistance 
ont  des  valeurs  telles , que  ces  efforts  se  feraient  mu- 
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tuellement  équilibre  sur  la  machine , conformément 
aux  lois  de  la  statique  ; et  c’est  d’après  cette  remarque 
que  l’on  établira  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
actions  respectives  du  moteur  et  de  la  résistance  pour 
que  le  travail  de  la  machine  puisse  s’eflectuer.  On  re- 
connaît dé  plus  que  , dans  un  intervalle  de  temps  quel- 
conque, la  quantité  d’action  produite  par  le  moteur  à 
son  point  d’application  , est  égale  à la  quantité  d’action 
produite  au  point  d’application  delà  résistance,  aug- 
mentée des  quantités  d’action  dues  aux  résistances  in- 
térieures ; en  sorte  que  si  ces  dernières  résistances 
étaient  nulles  ( ce  qui  est  impossible  ),  il  y aurait  égalité 
entre  les  quantités  d’action  produite  par  le  moteur  et 
consommée  par  la  résistance. 

354.  Si  les  valeurs  des  efforts  du  moteur  et  des  résis- 
tances ne  sont  point  constantes,  le  mouvement  de  la 
machine  n’est  pas  uniforme.  Il  présente  alors  des  varia- 
tions régulières  et  périodiques  qui  tiennent  à ce  que 
l’effort  du  moteur  est  alternativement  plus  grand  ou 
plus  petit  qu’il  ne  devrait  être  pour  faire  équilibre  à 
l’effort  de  la  résistance.  Quand  l’effort  du  moteur  est 
plus  grand  qu’il  ne  devrait  être  pour  l’équilibre,  le 
second  membre  de  l’équation  B du  n°  352  est  positif,  et 
la  vitesse  des  parties  de  l’appareil  augmente  avec  le 
temps.  L’inverse  a lieu  lorsque  l’effort  du  moteur  est  au 
contraire  plus  petit  qu’il  ne  devrait  être  pour  l’équi- 
libre. Le  second  membre  de  l’équation  B est  alors  néga- 
tif, et  la  vitesse  décroît  avec  le  temps.  La  nature  du 
mouvement  consiste  donc  , dans  ce  cas  , en  ce  que  la 
vitesse  croît  et  décroît  alternativement  en  oscillant  au- 
tour d’une  valeur  moyenne.  Les  maxima  et  minima  de 
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la  vitesse  ont  lieu  dans  les  instants  où  de— 0 , c’est-à-dire 
lorsque  la  condition  ex  primée  par  l’équation  (G)  subsiste, 
ou  lorsque  les  efforts  (lu  moteur  et  de  la  résistance  ont 
les  valeurs  convenables  pour  se  faire  réciproquement 
équilibre  sur  la  machine.  Les  écarts  de  la  vitesse,  à par- 
tir de  sa  valeur  moyenne,  sont  d’autant  plus  grands, 
tout  étant  égal  d’ailleurs  , que  la  masse  et  la  vitesse  ac- 
tuelle des  parties  de  la  machine  sont  plus  petites. 

Si  d’ailleurs  le  mouvement  s’opère  d’une  manière  ré- 
gulière, les  mêmes  valeurs  des  efforts  du  moteur  et  des 
résistances  , et  les  mêmes  valeurs  de  la  vitesse  de  cha- 
que partie  se  reproduisent  dans  le  cours  de  chacune  des 
périodes  entre  lesquelles  la  durée  du  mouvement  est 
partagée.  Par  conséquent  la  force  vive  des  parties  de  la 
machine  reprend , à la  fin  d’une  de  ces  périodes,  la  même 
valeur  qu’elle  avait  au  commencement.  D’où  l’on  peut 
conclure,  par  l’équation  (A)  du  n°  352,  que  dans  un 
intervalle  de  temps  comprenant  un  nombre  entier  des 
périodes  dont  il  s’agit,  la  quantité  d’action  produite  par 
le  moteur  est  toujours  égale  aux  quantités  d’action  con- 
sommées par  la  résistance  résultant  du  travail  de  la  ma- 
chine , et  par  les  résistances  intérieures  produites  par  le 
mouvement  même  des  parties  de  l’appareil. 

Lorsque  , comme  on  l’a  supposé  n°  353,  le  mouvement- 
d’une  machine  est  uniforme , la  relation  qui  doit  être 
établie  entre  le  moteur  et  la  résistance  résulte  de  ce  que 
leurs  efforts  doivent  avoir  les  vafeurs  convenables  pour 
qu’il  y ait  équilibre  statique  entre  ces  efforts.  Lorsque, 
comme  nous  le  supposons  ici , le  mouvement  présente 
des  variations  périodiques , cette  même  relation  doit 
résulter  de  l'égalité  des  quantités  d’action  produites 
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respectivement  par  la  résistance  dans  le  cours  de  chaque 
période.  On  posera  donc  l’équation 


Jp^  = sjFd/+jQ^,. 


les  intégrales  f étant  supposées  prises  pour  un  inter- 
valle de  temps  au  commencement  et  à la  fin  duquel  les 
vitesses  désignées  par  v ont  les  mêmes  valeurs.  Et  cette 
équation  devra  être  considérée  comme  exprimant  une 
sorte  à! équilibre  dynamique,  d’après  lequel  la  grandeur 
de  l’action  du  moteur  qui  exécuterait  un  travail  donné 
pourrait  toujours  être  déterminée. 

355.  La  question  qui  se  présente  ordinairement  dans 
le  calcul  d'une  machine  consiste  à déterminer  l’action  du 
moteur  qui  est  nécessaire  pour  produire  un  effet  donné  ; 
ou  bien  l’eflet  qui  sera  produit  par  la  ma’chine  lorsqu’on 
lui  appliquera  un  moteur  dont  l’action  sera  donnée.  On 
voit  par  les  notions  précédentes  que  cette  question  est 
toujours  ramenée  à distinguer  les  efforts  exercés  aux 
points  d’application  du  moteur  et  de  la  résistance,  et  à 
savoir  apprécier  les  forces  intérieures , telles  que  les 
frottements  et  autres  résistances  de  cette  nature,  que 
l’action  du  moteur  doit  surmonter.  Ces  forces  étant  éva- 
luées , l’application  des  principes  de  statique  et  de  dyna- 
mique exposés  dans  les  articles  précédents  conduira 
toujours  à la  connaissance  des  relations  cherchées , rela- 
tions  dont  lanature  a été  indiquée  dans  les  n0,353et354. 
Nous  ne  pouvons  d’ailleurs  entrer  ici  dans  les  détails 
qui  seraient  nécessaires  pour  mettre  à même  d’apprécier 
dans  divers  cas  les  résistances  intérieures,  objet  qui  exige 
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une  éLude  spéciale  ; et  nous  ajouterons  seulement  une 
remarque  relative  au  cas  où  il  s’opérerait  des  chocs  dans 
le  mouvement  de  l’appareil.  • 

On  doit  alors  appliquer  les  notions  présentées  dans 
les  n°*  339  et  suivants;  et  par  conséquent  l’altération 
produite  dans  le  mouvement  de  l’appareil  par  l'effet 
d’un  choc , doit  être  considérée  comme  dépendant  de  la 
nature  physique  des  corps  , et  par  conséquent  comme 
inconnue , à moins  d’une  recherche  spéciale  fondée  sur 
la  définition  mécanique  de  leur  composition.  Mais  on 
regarde  ordinairement  dans  les  applications  les  corps 
entre  lesquels  les  chocs  s’opèrent  comme  présentant  les 
propriétés  admises  dans  le  n°  340  , d’où  il  résulte  que 
les  surfaces  en  contact  des  deux  corps  qui  se  soht  cho- 
qués, sont  supposées  ne  point  se  séparer  dans  l’instant 
qui  suit  le  choc,  et  que  par  l’effet  du  choc  le  système  a 
perdu  la  quantité  de  force  vive  qui  serait  due  aux' 
vitesses  que  les  corps  ont  perdues.  En  opérant  d’ail- 
leurs conformément  aux  notions  présentées  dans  le 
n°  275  , et  à ce  qui  a été  dit  à la  fin  du  n"  341  , on 
déterminera  toujours  les  changements  de  vitesse  résul- 
tant des  chocs , détermination  pour  laquelle  il  faudra 
en  général  prendre  en  considération  des  résistances  par- 
ticulières qui  ne  se  développent  qu’à  l’instant  du  choc  , . 

et  cessent  quand  il  est  terminé.  On  pourra  donc  appré- 
cier les  pertes  de  force  vive  qui  résulteraient  d’un  choc. 
Quant  à la  manière  d’en  tenir  compte  dans  le  calcul  de 
la  machine;  soit  en  général  m la  masse  d’une  partie  de 
cette  machine,  et  v ia  différence  entre  les  vitesses  de 
cette  partie  qui  ont  . lieu  avant  et  après  le  choc  : la 
perte  de  force  vive  due  au  choc  sera,  d’après  ce  qui  a 
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été  dit  cirdessus , ^t  conformément  au  n°  341 , expri- 
mée par  S .niwx,  le  signe  S indiquant  qüe  l'on  a formé  la 
somme  de  toutes  les  pertes  de  force  vive  mv-  qui  ont  eu 
lieu  dans  l’appareil.  On  en  conclut  que  les  forces  inté- 
rieures, développées  pendant  la  durée  du  choc,  ont  pro- 
duit une  quantité  d’action  exprimée  numériquement 
par  7 Smr’;  et  par  suite  qu’en  posant  1 équation  (D)  et 
opérant  de  la  manière  indiquée  n°  354  , on  doit  ajouter 
cette  quantité  d’action  au  second  nombre  , et  écrire  ' 

- . (El 

11  est  nécessaire  en  effet  que  le  moteur  ait  reproduit 
dans  le  sens  du  mouvement  la  quantité  d'action  que  les 
forces  développées  par  le  choc  ont  consotnmée;  puisque 
nous  supposons  qu’à  la  fin  de  l’intervalle  de  temps  pour 
lequel  les  intégrales  désignées  par  J sont  prises , toutes-  » 
les  parties  de  l’appareil  ont  repris  les  vitesses  qui 
avaient  lieu  au  commencement  de  cet  intervalle , en 
sorte  que  la  force  vive  du  système  n’a  subi  aqcune  alté- 
ration . 

356.  L’ulilité  principale  des  machines,  considérées 
sous  le  point  de  vue  économique , consiste  dans  les 
moyens  quelles  présentent  pour  substituer,  dans  les  opé- 
rations des  arts,  les  forces  des  animaux  et  surtout  celles 
des  agents  naturels  ( tels  que  la  chute  des  corps  graves , 
le  choc  des  vents  , ïes  changements  d’état  produits  par 
la  chaleur,  etc..),  à ia  force  plus  coûteuse  de  l’homme. 

On  donne  en  général  le  nom  de  moteur  à tout  agent 
naturel  dont  l’action  peut  faire  marcher  une  machine'  et 

24 


• Digitized  by  Google 


. — JJ70  — ... 

exécuter  par  son  moyen  un  travail,.  Ainsi  l’açtwn  «l’un 
ou  plusieurs  animaux,  celle  d’une  chute d’eap  celle  du 
vent  dont  |e  choc  serait  reçu  sur  une  surface  donnée, 
celle  qui  résulte  de  la  combustion  d'une  quantité  dé- 
terminée de  charbon,  etc.,  sont  des  moteurs. 

Un  moteur  étant  donné,  il  est  évident  que  la  quantité 
de  travail  que  l’on  pourra  lui  faire  produire  est  limi- 
tée. On  reconnaît  de  plue,  par  un  examen  attentif,  que 
l’on  peut  tirer  du  métne  moteur  .des  quantités  de  travail 
très-différentes , suivant  la  manière  dont  son  action  est 
employée.  En  désignant,  comme  ci-dessus,  par  P, 
l’ellort  exercé  par  le  moteur,  et  par  V,  la  vitesse  du 
point  d’application  de  cet  eflort , on  a PV  pour  l’expres- 
sion de  la  quantité  d’action  produite  dans  l’unité  de 
temps.  Or  les  quantités  P et  V sont  toujours  liées  l’une- 
à l’autre  de  telle  manière  que  l’une  diminue  quand 
l’autre  augmente  : on  doit  chercher  à régler  l’action  de 
manière  que  la  valeur  du  produit  PV  soit  la  plus  grande 
qu’il  est  possible. 

Lorsqu’il  s’agit  de  l’homme  ou  d’un  animal  qui  ne 
peut  travailler  chaque  jour  que  pendant  un  certain  temps 
T,  l’action  journalière  est  représentée  par  PVT. 

Les  trois  facteurs  de  ce  produit  ont  également  des 
valeurs  dépendantes  les  unes  des  autres,  dont  chacune 
diminue  nécessairement  lorsque  les  deux  autres  aug- 
mentent, et  qu'il  faut  chercher  à régler  de  manière  à 
obtenir,  à fatigue  égale,  la  plus  grande  quantité  de 
travail  qu’il  est  possible 


Digitized  by  Google 


- s7.  - 

-*•  .*  ..  - .r.  .-T-  .... 

XXI V.  • Equations  générales  de  l’éQuilibre  d’un  fldide 

SOLLICITÉ  PAR  DES'  FORCES  QUELCONQUES. 

t ■ "j  * o . V*  * I .U-*  - •i  ,«  >1  *•»*  , * 

357.  On  désigne  généralement  par  le  nom  ùe  fluides 
les  corps  qui  s’opposent  presque  aucune  résistance  lors- 
qu’on entreprend  d’en  faire  mouvoir  les  parties  les  unes 
par  rapport  aux  autres  , ou  par  rapport  aux  parois  so- 
lides des  Vases  dans  lesquels  les  fluides  sont  contenus. 
On  distingue  d’ailleurs  deux  espèces  de  fluides  : 1°  les 
fluides  incompressibles  dons  le  volume,  à masse  égale, 
est  sensiblemént  invariable,  et  qui,  lorsqu’ils  ne  sont 
soumis  à l’action  d’aucune  force  extérieure,  peuvent 
être  contenus  dans  un  vase  de  figure  quelconque  sans 
exercer  aucun  effort  contre  les  parois  de  ce  vase  ; 2°  les 
fluides  élastiques , dont  le  volume , à masse  égale,  peut 
varier  d’une  manière  indéfinie,  dont  les  parties  tendent 
sans  cesse  à s’écarter  les  unes  des  autres  par  l’effet  d’une 
force  de  répulsion  intérieure,  et  qui  exercent  toujours 
un  certain  effort  contre  les  parois  des  vases  qui  les  con- 
tiennent. * : , , • 

4 » * . * * 'f  . . , J, 

Nous  disons  que  les  fluides  n’oppOsent  presque,  au- 
cune résistance  quand  on  entreprend  <l*en  faire  mouvoir 
les  parties.  En  effet,  dans  la  nature,  ces  partiel  présen- 
tent généralement  un  certain  degré  d’adhérence,  et  elles 
ne  peuvent  être  mués  les  unes  par  rapport  aux  autres 
sans  un  effort  sensible.  Mais  comme  les  résistances  dont 
il  s’agit  sont  fort  petites  par  rapport  aux  forces  qui* 
produisent  les  phénomènes  principaux,  jlcoovenaitd’en 
faire  d’abord  abstraction  en  formant  la  théorie  méca- 
nique de  l’équilibre  et  du  mouveipenl  des  fluides. 
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358.  Cela  posé  . nous  considérerons , en  premier  lieu  , 
les  positions  de  l’équilibre  d’une  portion  de  fluide  AB 
contenu  dans  un  tuyau  solide  et  Gxe:(fig.  36),  dont  la 
section  est  uniforme  et  infiniment  petite,  et  dont  l’axe  est 
une  ligne  quelconque  donnée.  On  suppose  qu’aux  extré- 
mités A, B de  la  colonne  de  fluide,  se  trouvent  deux  dia- 
phragmes mobiles  auxquels  sont  appliquées  extérieure- 
ment des  forces.  De  plus  , les  molécules  du  fluidé  Sônt 
sollicitées  par  des  forces  quelconques.  Pour  trouver  les 
conditions  de  l’équilibre  de  ce  système,  on  remarquera 
que,  par  la  nature  du  fluide,  une  tranche  quelconque 
mn  , dont  nous  supposons  l’épaisseur  infiniment  petite, 
peut  glisser  librement  dans  le  sens  de  l’axe  du  tüyau. 
Cette  tranche  est  sollicitée  : 1°  par  la  pression  que  le 
fluide  supérieur  exerce  sur  sa  face  m ; 2°  par  la  pres- 
sion que  le  fluide  inférieur  exerce  en  sens  contraire  sur 
salace»;  3°  par  les  forces  agissant  sur  les  mqlécules 
dont  elle  est  composée.  Les  deux  pressions  peuvent  être  • 
regardées  comme  dirigées  suivant  la  tangente  à l’axe, 
du  tuyau  menée  parle  centre  de  la  tranche,  puisque  nous 
supposons  l’épaisseur  de  celte  traqche  infiniment  petite. 

■L  équilibre  exige  donc  que  la  différence  de  ces  pressions 
soit  égale  et  de  signe  contraire  à la  force  agissant  sur 
les  molécules  de  la  tranche,  décomposée  dans  le  sens  de 
la  tangente  à l’axe  du  tuyau.  Nous  nommerons 

w faire  constante  et  infiniment  petite  «le  la  sec- 
tion  transversale  du  tuyau  ; • 

x<y,z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  1 axe 
du  tuyau  où  est  placée  la  tranche  mn; 
s la  longueur  de  cet  axe  comptée  d’une  origine 
.•  • fixe  jusqu’au  même  point  ; 


i 
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a,  b les  valeurs  de  l’abscisse  x pôur  les  points  A, B 
de  l’axe  du  tuyau  où  sont  placées  les  extrémités 
' . de  la  colonne- de  fluide;  ' 

P,Q  les  voleurs  rapportées  à l unité  de  surface  des 
pressions  qüi  sont  exercées  sur  les  sections  ex- 
trêmes A, Bi 

, if  la  valeur,  rapportée  â l’unité  de  surface,  de  la 
pression  qui  est  exercée  sur  la  face  de  la  tranche 
mn  placée  à l’extrémité  de  l’arc  s , . 

P- , la  densité  du  fluide,  ou  la  masse  de  l’unité  de 

* ' • 

volume,  danç  le  lieu  du  tuyau  où  est  placée  la 
tranche  mn  ; 

X,Y,Z  les  valeurs  des  vitesses  qu’imprimeraient  dans 
l’unité  de  temps  aux  parties  matérielles,  dans  le 
} sens  des  coordonnées  x,y,z,  les  forces  agissant 
sur  les  molécules  du  fluide  placées  dans  le  même 
. _ . lieu  du  tuyau  ; . > '•  #•- 

et  nous  remarquerons  que  la  figure  du  tuyau  est  donnée 
par  deux  équations  entre  les  coordonnées  x,y,z  dans 
lesquelles  x sera  prise  pour  la  variable  indépendante.  • 
L’arc  s doit  alors  étre  regardé  comme  une  fonction  de  x; 
et  il  en  est  de  même  de  la  pression  p , de  la  densité  p,  et 
des  composantes  X,Y,Z  de  la  force  par  laquelle  les  mo- 
lécules du  fluide  sont  sollicitées. 

Le  volume  de  la  tranche  mn  étant  uds , et  sa  masse 
;mds,  l’eflort  exercé  sur  cette  tranché  , décomposé  dans 
le  sens  de  Paxè  du  tuyau,  est  • ' * 


poids 


( 


v dx  4-7  dz 

*Js+Y7ù+Zds 


— — 

Les  valeurs  des  pressions  exercées  sur  sis  deux  faces 
étant  d’ailleurs 

p»  ' et  (p+dp)a>  ,• 

on  voit  que  la  condition  de  l’équilibre  de  là  trancbe 
énoncée  ci-dessus  s’exprimera  par  l’équation 

dp — p (Xdj?  -t-  Ydy  + Zdz) , 

k laquelle  doivent, satisfaire  les  expressions  de  p et  o en  x 
dans  toute  l’étendue  du  fluide.  \ 

359.  On  déduit  de  l’équation  précédente 

. p=cons(.+ J' p(X<£r+  Y dy-^-Zdz)  ; 

et  comme  on  doit  substituer  dans  la  quantité  qui  est 
sous  le  signe  d’intégration  les  valeprs  4pjK?2jp>X>Y  et  Z 
en  x , l’intégrale  est  ici  une  intégrale  ordinaire  relative 
à la  variable  x.  Il  faut  d’ailleurs  que  l’expression  pré- 
cédente convienne  aux  1 deux  extrémités  A.B  de  la 
colonne  de  fliiide.  Ainsi , l'on  aura  d’abord,  pour  la  va- 
leur de  la  pression  dans  une  section  quelconque  m, 

p — P-f-  I p(Xdx+Y*i> +Ziiz  ) ; 

J a.  " 

ët  de  plus  l’équation  . . • 1 

’ • ; ••  ’ rb  • • . 

Q^P-hj  t-{Xdx+Y  dy-bZdz) , '*  ' - 

• * a.  ■%  • . 

pour  exprimer  la  condition  de  l’équilibre  de  cette  co- 
lonne. La  condition  de  l’équilibre  laisse  donc  entière- 
ment arbitraires  les  valeurs  des  forces  X,  Y-,  Z,  pourvu 
que  l’on  soit  maître  de  fixer  Ta  diffërénce  des  pressions 
extrêmes  P et  Q.  . . 

360.  Si  -les  molécules  du  fluide  n’étaient  solli- 
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cileeÿ  par  aucune  force,  léquatiou  précédante  se  dé- 
duirait à . ' *•  • 

; • ; ?=Q,  • r ; 

c esl-à-drre  que  J’équilibre  exigerait  l'égalité  des  deux 

pressions  Pw,  Q™  exercées  extérieurement  en  sens  con- 

* | * , i • * • *1.* 

traire  aux  deux  extrémités  de  la  colonne. 

Ceç  résultats  conviennent . également  au  cas  d'un 
fluide  incompressible  dans  lequel  la  densité  é6t  con- 
stante ou  variable,  et  au  cas  d’ùo  fluide  élastique.  Il  faut 
remarquer  seulement  que  s’il  s’agit  d’un  fluide  Incom- 
pressible, l’équilibre  pourra  subsister  dans  le  cas  mène 
où  l’on  supposerait  nulles  les  pressions  extrêmes  P,  Q. 
tandis  que  cela  serait  impossible  pour  un  fluide  élas- 
tique, à raison  des  forces  intérieures  qui  tendent  sans 
cesse  à faire  augmenter  le  volume  de  ce  corps. 

361 ., Considérons  maintenant  une  portion  de  fluide 
incompressible  remplissant  un  vase  fermé  quelconque , 

.et  supposons  d’abord  que  les  molécules  lie  soient  solli- 
citées par  aucune  force.  Les  parties  du  fluide  de- 
meureront immobiles,  sans  exercer  aucune  pression 
les  unes  contre  les  autres,  ni  contre  la  paroi  du  vase. 
Admettons  ensuite  qu’une  portion  quelconque  infi- 
niment petite  A (fig.  37)  dé  la  paroi  du  vase  devienne 
un  diaphragme  mobile  ayant  pour  aire  w,  et  sur 
lequel  on  exerce  extérieurement  un  cflort  PW)  en  sorte 
qa’il  en  résulte  pour  l’unité  de  surface  de  ce  dia- 
phragme la  pression.  P,  l’équ^ibre  du  fluide  contenu 
dans  le  vase  exigera  que  cette  pression  soit  transmise^ 
dans  toutes  ses  parties;  c’est-à-dire  que  si  l’on  y mène  . 
un  plan  quelconque  B , les  déux  .portions  de  Jluidé 
séparées  par  ce  plan  exerceront  l’une  contre’  l aulre  une 
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pression  dont  la  valeur,  rapportée  à l'unité  de  surface, 
sera  la  même  pour  toutes  les  parties  du  plan,  et 
égale  à P.  En  effet,  une  portiou  quelconque  infiniment 
petite  du  plan  dont  il  s’agit,  dont  l’aire  serait  w,  peut 
toujours  être  regardée  comme  l’extrémité  de  la  colonne 
de  fluide  AB,  de  grosseur  uniforme  et  de  figure  quel- 
conque. Or  si  l’équilibre  subsiste , cet  équilibre  ne  doit 
pas  être  altéré  lorsqu'on  admet  qüe  tout  le  fluide  de- 
vient solide  à l’exception  de  la  colonne  AB.  Donc  cette 
colonne  considérée  comme  étant  contenue  dans  un  tuyau 
solide  fixe  doit  être  en  équilibre..  Il  est  donc  nécessaire, 
conformément  à ce  qu’on  st  vu  dans  le  numéro  précé- 
dent, que  des  pressions  égales  entre  elles  soient  exercées 
en  sens  contraires  aux  deux  extrémités-.  On  pourrait 
également  supposer  l’extrémité  B de  la  colonne  AB 
placée  en  un  point  quelconque  de  la  paroi  du  vase. 
Ainsi  dans  un  point  quelconque  de  l’intérieur  du 
fluide  ou  de  sa  surface,  et  quelle  que  soit  la  direction, 
d’un  plan  que  l’on  ferait  passer  par  ce  point,  les  deux 
parties  séparées  par  ce  plan  exercent  1! une  contre 
l’autre  une.  pression  dont  la  valeur  est,  à.  surface 
égaje  , la  même  qui  a lieu  sur  le  diaphragme  mobile 
placé  én  A . 

362.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  s’il  y avait  à la 
surface  du  vase  d’autres  ouvertures  fermées  par  des  dia- 
phragmes mobiles  dont  les  aires  seraient  «/,  *>",  J",  etc. , 

1 équilibre  exigerait  que  l’on  appliquât  extérieurement. 

1 à ces  diaphragmes  des  efforts  P«,  P«",  Pù)"',- etc.’  . 

■ "On  vérifie  d’ailleurs  que  ces  forces  qui  se.  feraient 
.ainsi  équilibre  sur  un  système  formé  de  la  paroi  fixe 
du  vase  et  du  fluide  incompressible  qui  y est  contenu. 


* 
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auraient  entre  elles  les  relations  qui  seraient  données 

par  l’application  immédiate  du  principe  des  vitesses 
virtuelles.  Admettons  en  effet  qu’un  mouvement  très-' 
petit  ait  été  imprimé  au  fluide,  par  l’effet  duquel  les 
diaphragmes  «,  w",  etc.,  se  soient  mus  parallèlement 

à eux-mémes  des  quantités  Sp , dp  dp",  etc.  Désignant 
généralement  par  P,  P';  P”,  etc.,  les  pressions  exercées 
extérieurement  sur  l’unité  de  surface  de  chaque  dia- 
phragme, la  condition  de  l’équilibre  donnée  par  le  prin» 

cipe  des  vitesses  virtuelles  est 

• * * • • • 

• , ^ 4*  , 

Pw.(^+PV.tfp'+P"w".fy>"+etc.  = 0. 

• • * , , * | ! f 

Or  le  volume  total  du  fluide  étant  supposé  invariable, 
la  condition  à laquelle  les  mouvements  des  parties 
du  système  sont  assujettis  est  exprimée  ici  par  l’équa- 
tion V n 

■ w.<^?+o>’.Æp’4'&>”.cip,’'f-etc.  =ü , 

avec  laquelle  la  précédente  ne  peut  pas  subsister  à 
moins  que  l’on  ne  prenne  P=P'=P'(=  ètc. 

363.  Si  le  vase  renfermé  un  fluide  élastique  dont 
les  molécules  ne  soient  sollicitées  par  aucune  force.,-  v 
on. verra,  par  un  raisonnement  semblable  à celui  du 
n°  361,  que  pour  qu’il  y ait  équilibre,  c’est-à-dire  pour 
que  les -parties  du  fluide  demeurent  immobiles,  il  doit 
exister,  dans  tous. les  points  de  ce  fluide,  et  suivant 
toutes  les  directions , nue  pression  constante.  Cette 
même  pression  est  également  exercée  contre  la  paroi 
solide  du  vase.  Elle  est  due  -à  la  force  répulsive  des 
molécules  du  fluide.  S’il  existe  dans  la  paroi  du  y1sÇ 
inic . ou  plusieurs  ouvertures-  formées  par  des  dra- 

.#• 
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pbragmes  ; il  faudra;  nécessairement1:,  pour  que  l!^ 
(jui libre  ne  soit  point  rompu,  leur  appliquer,  exté- 
rieurement des  forces  égales  au  produit  de  d’aire  du 
djaphragitae  par  la  valeur  de  la  pression. intérieure  rap- 
portée à L'unité  de  surface.  ■ ■ ' • . • *, 

36t.  Admettons  présentement  que  les  molécules  d’un 
fluide  incompressible  ou  élastique  sont  sollicitées  par 
dés  forces  quelconques  , et  cherchons  le6  Conditions 
de  l’équilibre  de  ces  forces.  Si  cet  équilibre  existe,  il  ne 
sera  point  détruit  dans  le  cas  où  tout  le  fluide  deviendrait 
solide  à l’exception  de  la  colonne  de  figure  quelconque 
AB  (fig.  38),  supposée  d’une  grosseur  uniforme  et  in- 
finiment petite.  Donc  cette  cohmtfe,  considérée  comme 
contenue  dans  un  tuyau  solide  fixe,  sera  en  équilibre,  et 
ou  pourra  lixi  appliquer  les  résultats  obtenus  n°*  338 
et  339,  en  sorte  qu’on  aura  les  équations 

dp^p(yLdx-\-Ydy^Zctï) , . ■ ' 

et  * . . ••  . - , . ...  ' •*'  ; 

p—const.^  r f,(K.djc-j-Ydjr-^-Zdz)  , 

dans  lesquelles  oti  doit  regarder  les  coordonnée^  x,  y,  z 
comme  appartenant  à la  ligne  qui  forme  l’axe  du  .tuyau. 
La  constante,  dans* 1 ex  pression 4ep,  représente  évidem- 
ment la  valetir  de  ,1a  pression  à i’eUrémité  A du  tuyau 
la  plus  voisine  de  l’origine  des  coordonnées!  En  prenant 
l’intégrale  entre  des  limites  correspondant  à l’extré-, 
mité  A et  a un  point  quelconque  m du  tuyau,  l’équation 
précédente  donnera  la  pression  qui  a beu  au  point  m 
dans  le  sens  de  L’axe  du. -tuyau.  En  prenUnt  cette  même 
intégrale  entre  les  limites  qui  répondent  aux’  extré- 
mités A et  B,  l'équation  donnera  la  pression  qui  a lieu 

* ' 
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à l'extrémité  B..  Pour  trouver  d'ailleurs  la  valeur  de 
*•  - • • • 
l’intégrale  dont  il  s'agit,  on  substituerait  dans  la  fonc  . 

lion  fi  ( Xdx-{-Ydy+Zdz)f  à la  .placé  de  y et  z,dy  et  dz, 
leurs  valeurs  en  x et  dx  données  par  les.équalions  de 
l’axe  du  tuyau,  et  l’on  n’aurait  plusqu’une  intégrale  sim- 
ple relative  à k»  seule  variable  x,  dont  la  valeur  peut  tou- 
jours être  déterminée. 

Mais  nous  remarquerons  qu’entre  les  deux  points 
A et  B pris  arbitrairement  dans  le  fluide,  on  peut  con- 
cevoir une  infinité  dç  canaux  de  figure  quelconque  à 
chacun  desquels  ée  qui  vient  d’être,  dit  peut  être  appli- 
qué. Or,  quelle  que  soit  la  figure  atribuée  au  canal,  il 
est  nécessaire  qu’il  résulte  de  l’Opération  précédente  une 
même  valeur  pour  la  pression  existante  à l’extrémité  B ; 
d’où  l’on  conclut  que  la  fonction  p(Xdx-{-Y  dy-\-Zdz)  doit 
être  telle  que  prenant 'l’intégrale  jp(Xdx^\-Ydÿ-\-Zdz) 
entre  des  limites-  correspondantes  à deux  points  quql- 
• conques  du  fluide,  on  trouve  pour  cette  intégrale  une’ 
même  valeur,  quelle  que  soit  la  relation  supposée  entre 
les  variables  *x','yv*.  Dont  l’intégrale  dont  il  s’agit  doit 
pouvoir  être  prise  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’y  substituer 
pour  y et  z leurs  valeurs  en  x , c’ est-h-dire  que  la  fonc- 
tion p(Xdx-\-Y  dy+Zdz)  doit  être. la  différentielle  com- 
plète d’une  fonction  des  trois  variables  x , y,-  z.  (Jette 
condition  est  exprimée,  conformément  au  n°  366  des 
Leçons  d Analyse  , par  les  équations 

d pX  _ d.pY  d.pX  _ d.pZ  d.pY  _ d.pZ 

dy  ~~  dx  ’ dz  dx  ' dz  dy ’ • 

. - • 
auxquelles  les.  valeurs  des  forçes  X , Y , Z doivent  satis- 
faire dans  toute  l’étendue  du  flùjde  , pour  que  ce  fluide 
demeure  en  équilibre  sous  l’action  de  ces  forces. 

•» 
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Dans  le  cas  pajrticulier  où  le  fluide  est  incompressible 
et  homogène , la  densité  p étant  constante  , il  est  néces- 
saire, pour  que  l'équilibre  subsiste,  que  la  fonction 
soit  une  différentielle  complète  d'une 
fonction  des  trois  variables  or , y,  z , et  pqr  conséquent 
que  les  composantes  de  la  forcé  qui  sollicite  chaque 
molécule  satisfassent  aux  équations 

dt  .JY  dX  dZ.  dY_dZ 

dy  dx~  dz  dx'  dz  dy 

L’aption  de  la  plupart  des  forces  naturelles’ est  conforme 
à ces  conditions.  Elles  seront  accomplies  toutes  les  fois 
que  les  molécules  du  fluide  seront  sollicitées  par  dés 
forces  émanant  de  centres  fixes,  et  dont  l’intensité  sera 
fonction  des  distances  des  molécules  à ces  centres , ou 
par  des  forces  qui  s’exercent  entre  ces  molécules  mêmes , 
et  sont  fonctions  de  lpurs  distances  mutuelles. 

306.  Les  équations  du  n”  304  étant  satisfaites  , la' va-, 
leur  de  la  pression  rapportée  à l’nnité  de  surface  est 
doimée  dans  un  point  quelconque  du  fluide  par  l’équa- 
tion suivante  : . • , ; 

pz=const.-\- Jf(S.(bc-{Jldy-?f-'Ldz).  ; ■ 

L’expression  det  p en  x,  y,  z,  n’est  autre  chose  que  la 
fonction  même  de  ces  trois  variables  dont  la  quantité 
f(K.dx+\dy-\-7jdz)  est  la  différentielle  complète.  Ainsi , 
dans  un  fluide  en  équilibre , la  pression  est  toujours  ex- 
primée par  uue  fonction  finie  des  coordonnées  auxquelles 
sont  rapportés  les  points  du  fluide.  Il  est  visibled’ailleurs 
que  pour  un  point  donné,  ht  valeur  de  la  pression  sera 
trouvée  l^tmême,  quelleque  soitJa  direction  dans  le  sens 
de  laquelle  onia  considère puisque  p n’est  exprimé  qu’en 
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fonction  des  coordonnées  du  point  m,  et  ne  dépend  nul- 
lemeut  de  la  direction  de  l’axe  de  la  colonne  AB  en  ce 
point.  La  constante  se  déterminera  d’après  La  valeur  de  la 
pression  dans  un  point  déterminé  du  fluide  , valeur  qui 
doit  être,  donnée.  En  mettant  ensuite  dans  la  formule 
précédente,  pour  z,  les  coordonnées  d’un  point 

quelconque  du  fluidfe , on  connaîtra  la  pression  qui 
s’exerce  en  ce  point  dans  toutes  les  directions. 

367.  La  même  formule  donne  également  la  pression 
exercée  contre  la'paroi  solide  d’un  vase  dans  lequel  le 
fluide  serait  contenu-  Celte  pression  est  alors  détruite 
par  la  résistance  de  la  paroi.  Mais  lorsque  la  surface 
du  fluide  n’est  pas  appuyée  contre  Une  paroi  solide,  et 
ne  reçoit  aucune  pression  extérieure  , l’équilibre  exige 
évidemment  qùe  l’expression  précédente  de p devienne 
nulle  lorsqu’on  y met  pour  les  valeurs  qui  appar- 

tiennent à- cette  surface.  Cette  condition  ne  peut  subr 
sistèr  en  général  à moins  que  l’on  n’ait  - ■ , 

' \dx-\-Ydy-\-Zdz  = 0 , 

équation  à-  laquelle  doivent  Satisfaire  les  coordonnées 
x, y, z appartenant  à la  surface  libre  du  fluide  , et  qui 
doit  être  regardée  comme  l’équation  différentielle 
de.  cette  surface.  Elle  indique  une  propriété  remar-  ’ 
quable  de  la  surface  dont  il  s’agit,  qui  consiste  en  ce 
que  la  direction  de  la  normale  en  un  point  quelconque 
coïncide  -toujours  avec  la  direction  de  la  force  par  la-- 
. quelle  les  molécules  du  fluide  sont  sollicitées.  • 

Oh  remarquera  que  cette  équation  différentielle 
appartient  non-seulement  à une  surface-  daps  tous  les 
points  de  laquelle  la  pression  eçt  nulle . mais  encore 
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à toute  sjutfafce  dans  tous  les  points  dé  laquelle  la 
pression  conserve  une  valeur  constante  quelconque. 
On  a nommé  les  surfaces  dont  il  s’agit  surfaces  de 
niveau , ,et  on  les  distingue , dans  l’intérieur  d’un 
fluide,  par  leur  propriété  de  rencontrer  toujours  a 
angle  droit  la  direction  de  la  force  qui  sollicite  les 
molécules  de  ce  fluide.  » 

Lorsque  la  surface  d’un  fluide  ne  s’appuie  point 
contre  une  paroi  solide,  et  qu’elle  supporte  néanmoins 
dans  tous  ses  points  une  pression  normale  constante , 
comme  cela  a lieu  dans  le  cas  où  la  pression  atmosphé- 
rique s’exerce  sur  cette  surface,  l’équilibre  exige  évidem- 
ment que  sa  figure  satisfasse  à la  condition  précé- 
dente; c’est-à-dire  quelle  soit  une  surface  de  niveau. 

On  voit  d’ailleurs  que  l’équation 


'S.dx-\-Ydy-\-Zdz  = Q , ■/'  ‘ 

* •'  -,  .•  • • i t\ 

* t ■ , •.  « , 

devant  être  toujours  intégrable,  soit  d’elle-méme,  soif  - 
en  la  multipliant  par  le  facteur  p;  là  surface  libre  d’un 
fluide  en  équilibre  est-  toujours  représentée  par  une 
équation  finie  entre  les  coordonnées  x,y,z.  • 

368.  Dans  la  plupart  des  cas  naturels-,  la  fonction 
\dxf-Xdj-\-7jdz,  comme  ôn.’f’a  remarqué  n°  365  / est 
la  différentielle  complète  d’une  fonction  de  x f,z  qüe 

nous  désignerons  par  fl.  On  aura  donc  alors 
• • - . , . ’ • • ’ ’ • . '> 

'•  dp^p.dll  et  • p=.const.-j-J p.dtl.' 

, ' . . ♦ • * t 

Or  il  est  nécessaire  pour  l’équilibre  du  fluide  que  p.rfll  * 
soit  une  différentielle  cojnplèle  d’une  fonction  de  x,y,z, 
-ce,  qui  ne  peut  avoir  lieu  à moins  que  p ne  soit  Une 
fonction  de  fl.  Donc  p sera  une  fonction  de  p , et  par 
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conséquent  ées  deux  quantités  varieront  ensemble 
ou  demeqreront  constantes  ensemble,  quand  on  passera 
d’un  point  à l’autre  du  fluide.  L’équilibre  exige  donc 
que  la  densité  soit  constante  en  même  temps  que 
la  pression  dans  toute  l’étendue  de  chacune  des  sur- 
faces de  niveau.  Ainsi,  quand  les  parties  d'un  fluide 
n’ont  pas  la  même  densité,  elles  se  disposent  entré 
elles  en  se  mettant  en  équilibre  sous  l’action  de  forces 
quelconques  , de  manière  que  les  parties  dont  la  den-_ 
si  té  est  la  même  forment  des  couches  séparées  par  lès 
surfaces  de  n|veau  Cette  dis  position  est  nécessaire  pour 
que  l’équilibre  puisse  subsister. 

Dans  le  cas  d’un  fluide  incompressibiè  et  hétérogène . 
l’équilibre  peut  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  loi  suivant 
laquelle  la  densité  varie  d’une  couche  de  niveau  h une 
autre.  On  doit  remarquer  seulement  que  l’équilibre  ne 
sera  stable  qu’autant  que  les  couches  du  fluide  seront 
disposées  de  manière  que  les  plus  denses  soient  les  plus 
rapprochées  des  centres  dont  émanent  les  forces  attrac- 
tives par  lesquelles  les  molécules  sont  sollicitées.  ,ji 

369.  Dans  le  cas  Jun  fluide  élastique  homogène*,  ou 
la  densité  est  supposée  proportionnelle  h la  pression,, 
la  loi  suivant  laquelle  la  densité  varie  d’une  couche  de 

niveau  à üne  autre  est  déterminée.  Soient 

• < . . , • • • . 

p=kc, 

A étant  un  coefficient  constant  ; l’équation  précédente 
devient  '•  , . * • 


kdp~=dri 


elle  donne  en  intégrant' 

' • • ; n 

. * 
p—  A.c 


d’où  g — 


, = T.e 
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, A étant  une  constante  arbitraire,  et  e la- base  des  loga- 
rithmes népériens.  . • s 

370.  Dans  les  questions  qui  se  rapportent  aux  eflets 
naturels , la  densité  ne  peut  être  supposée  proportion- 
nelle à la  pression  dans  un  fluide  élastique,  à moins  que 
la  température  ne  soit  constante  dans  toute  l’étendue  du 
fluide.  En  général  la  densité  est  fonction  de  la  tempé- 
rature et  de  la  pression.  L’équilibre  exigeant  que  le 
second  membre  de  l’équation  dp—fdU.  soit  une  différen- 
tielle complète,  il  faudra  que  n soit  une  fonction  de  IL 
Cette  équation  étant  intégrée  donnera  la  loi  des  pres- 
sions , d’où  l’on  conclura  celle  des  densités.  Mais  a étant 
fonction  de  la  température  , il  en  sera  de  même  de  p ; 
d’où  l’on  conclut  que  la  pression  et  la  température  se- 
ront constantes  ensemble  et  varieront  ensemble  dans  l’in- 
térieur du  fluide.  L’équilibre  ne  peut  donc  subsister 
dans  un’ fluide  élastique  à moins  que  la  température  ne 
soit  uniforme  dans  tous  les  points  d’une  même  surface 
de  niveau.  Dans  la  réalité,  cette  proposition  doit  aussi 
s’appliquer  aux  fluides  appelés  communément  incom- 
pressibles , puisque  leur  densité  varie  sensiblement  avec 
la  température.,  ce  qui  explique  les  mouvements  que 
prennent  les  parties  d’un  fluide  de  cette  nature  par  le 
seul  effet  d’uné  distribution  inégale  delà  température. 

371-.  Pour  donner  une  application  des  résultats  pré- 
cédents , ou  considérera  le  cas  d’une  masse  fluide  dont 
toutes  les  mplécules  seraient  attirées  vers  un  centre 
pris  pour  origine  des  coordonnées  avec  une  force  pro- 
portionnelle à leur  distance  à ce  centre , et  tourneraient 
autout  de  l’axe  desé  avec  une  même  vitesse  angulaire. 
Désignant  -par  F la  force  d’attraction  centrale  pour  fu- 
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nité  Je  masse  et  l’unité  de  distance,  la  valeur  de  cette 
force  au  point  ayant  pour  coordonnées  x,y,z  sera 

— F\/ x'-\y'-\-z'  ; et  ses  trois  composantes  dans  le  sens 
des  axes  seront  respectivement  — Fx, — Fy, — Fz. 
La  valeur  de  la  force  centrifuge  au  même  point,  en 

appelant  o la  vitesse  angulaire,  sera  v\/ xî-\ -y'-,  et  ses 
trois  composantes  dans  le  seus  des  axes  seront  respecti- 
vement vx,v'y,  et  0.  Ainsi  la  fonction  désignée  dans  les 
numéros  précédents  par  Xz/x-j-Ydy-f-  2,dz  est  ici 
—F(xdx-{-ydy-\-zdz)-\-v{xdx-\-ydy),  et  l’on  a par  con- 
séquent pour  l’équation  diflérentielle  des  surfaces  de 
niveau,  et  de  la  surface  même  du  fluide  supposé  en 
équilibre , 

F{xdx-\-ydy-\-zdz) — v'{xdx-\-ydy) =0. 

Comme  le  fluide  doit  évidemment  affecter  ici  la  figure 
d’un  solide  de  révolution  autour  de  l’axe  des  z,  il  suffit 
de  considérer  un  des  méridiens.  En  faisant  donc  y=  0,  il 
viendra 

F (xdx-\-zdz) — u'xdx = 0 , 
équation  qui  donne  en  intégrant 

F(x'+  *')— o*x’=A , 

A étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi  la  figure  affectée 
par  le  fluide  est  celle  d’un  ellipsoïde  de  révolution  au- 
tour du  petit  axe  si  F est>o\  Dans  lecascontraireon ob- 
tient un  byperboloïde  de  révolution  autour del’axe ima- 
ginaire. Les  actions  auxquelles  les  parties  des  fluides 
placées  à la  surface.de  la  terre  sont  soumises,  diffèrent 
peu  de  l’action  d’une  force  centrale  proportionnelle  à la 
distance,  comme  on  peut  en  juger  d’après  le  n°  203,  et 

25 
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la  force  centrifuge  est  fort  petite  par  rapport  à cette 
force  centrale  : il  en  résulte  que  ia  figure  aflectée  par 
la  surface  ries  iners  approche  beaucoup  de  celle  d’un 
ellipsoïde  de  révolution  dont  le  rayon  à l’équateur 
excède  d’une  petite  quantité  le  rayon  au  pôle. 

XXV.  Equilibre  des  fluides  incompressibles  pesants. 

372.  Considérons  un  fluide  incompressible  homogène 
contenu  dans  un  vase  et  sollicité  par  l’action  de  la  gra- 
vité, c’est-à-dire  par  une  force  constante  dont  la  direc- 
tion est  parallèle  à la  verticale.  En  conservant  les  déno- 
minations desn0*  358  et  suivants,  supposant  le  plan  des 
xj  horizontal  et  les  z comptées  de  haut  en  bas,  on  de- 
vra, pour  appliquer  les  résultats  des  numéros  cités,  faire 
X=0,Y=0,Z=g,  en  désignant  toujours  par  g la  vitesse 
imprimée  aux  corps  pesants  par  la  gravité  dans  l’unité 
de  temps.  La  fonction  X*f.r-j- Y dj-\-7xdz  se  réduira  à 
gdz , les  équations  du  n°  364  qui  expriment  les  condi- 
tions nécessaires  pour  l’équilibre  seront  satisfaites,  et 
l’expression  de p du  n°  366  deviendra 

P=V+pg*  . 

P désignant  une  constante.  Ainsi  un  fluide  incompres- 
sible pesant  demeurera  toujours  en  équilibre  pourvu 
que  la  paroi  du  vase  résiste  à la  pression  dont  la  valeur 
est  donnée  par  cette  formule. 

373.  Soit  un  vase  fermé  , de  figure  quelconque  , et 
rempli  de  fluide.  Admettons  que  le  plan  des  xj  passe 
par  le  point  le  plus  élevé  de  la  paroi. La  constante  P 
représentera  alors  la  pression  qui  a lieu  en  ce  point.  Or, 
on  peut  supposer  que  le  fluide  a été  versé  dans  le  vase 
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p; ir  une  ouverture  placée  à la  partie  supérieure , puis 
<|ue  cette  ouverture  u été  fermée  sans  qu'aucun  effort 
fût  exercé;  on  aura  alors  évidemment  P=0  , et  les  pres- 
sions dans  l'intérieur  du  vase  seront  données  simplement 
par  l’expression 

P-Pg*-'  ‘ 

On  peut  supposer  également  que  l’ouverture  a été 
fermée  par  un  diaphragme  sur  lequel  on  a exercé  un  + 
effort,  les  pressions  dans  l’intérieur  du  vase  seront  alors 
exprimées  par 

/,=:P-fp£t. 

P représente  la  valeur  de  l’effort  dont  il  s’agit  divisée 
par  l’aire  du  diaphragme  , c’est-à-dice  la  valeur  de  la 
pression  exercée,  rapportée  «à  l’unité  de  surface.  Dans 
tous  les  cas,  la  valeur  de  la  pression  est  la  même  pour 
tous  les  points  du  iluide  appartenant  à une  section  ho- 
rizontale quelconque,  et  cette  valeur  augmente,  quand 
on  passe  d une  section  horizontale  à une  autre,  d une 
quantité  proportionnelle  il  la  différence  de  niveau  des 
ileux  sections. 

374..  Soit  maintenant  un  vase  ouvert  à sa  partie  su- 
périeure , de  sorte  que  dans  cette  partie  la  surface  du 
fluidesoit  libre.  La  figure  de  cette  surface  sera  donnée, 
d’après  le  n"  367,  par  l’équation 

dz= 0 ou  z=const., 

c’est-à-dire  quelle  sera  un  plan  horizontal.  Nous  la 
prendrons  pour  le  plan  des  x y.  La  constante  P , dans 
l’expression  p = P-t-cgr  , représentera,  donc  la  pression 
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exercée  sur  la  surface  supérieure  du  fluide,  etl’on  devrait 
faire  P=0  si  cette  surface  ne  supportait  aucune  pression. 
Mais  cette  hypothèse  ne  peut  être  admise  dans  les  cas 
naturels.  Lorsque  le  vase  et  le  fluide  sont  placés  dans 
l’atmosphère,  P représente  la  pression  atmosphérique 
sur  l’unité  de  surface.  Ainsi  la  pression  qui  a lieu  dans 
un  point  quelconque  du  fluide  est  formée  de  deux  par- 
ties : 1°  la  pression  atmosphérique  représentée  par  la 
constante  P,  qui  se  transmet  sans  altération  dans  tout  le 
fluide  ; 2°  la  pression  due  à l’action  de  la  gravité  sur  le 
fluide  représentée  par  le  terme  fgz.  On  voit  que  cette 
dernière  partie  est  égale  au  poids  d’une  colonne  de 
fluide  ayant  pour  base  l’unité  de  surface  et  pour  hau- 
teur la  distance  du  point  que  l’on  considère  à la  surface 
libre  du  fluide.  Ici , comme  dans  le  cas  précédent , la 
pression  est  la  même  pour  tous  les  points  de  chaque 
section  horizontale. 

Ces  résultats  sont  absolument  indépendants  de  la 
figure  du  vase,  et  l'on  reconnaît  aisément  qu’ils  con- 
viennent même  au  cas  où  cette  figure  serait  telle  que 
la  surface  libre  du  fluide  se  trouverait  partagée  en  plu- 
sieurs parties  séparées  les  unes  des  autres.  Les  diffé- 
rentes parties  de  cette  surface  doivent  toujours  se  trou- 
ver dans  un  même  plan  horizontal , et  la  pression  est  la 
même  pour  tous  les  points  du  fluide  placés  dans  un 
même  plan  horizontal  quelconque. 

Si  le  vase  présente  une  partie  MN  (fig.  39),  remplie  de 
fluide,  plus  élevée  que  le  ni  veau  MMde  la  surface  libre  qui 
reçoit  la  pression  atmosphérique,  le  fluide  en  se  mettant 
en  équilibre  s'élèvera  dans  cette  partie  au-dessus  du  ni- 
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p 

veau  MM  a une  hauteur  z=  — ; et  si  ia  hauteur  MM 

fg 

est  moindre  que  cette  quantité , le  fluide  exercera  alors 
de  bas  en  haut  contre  la  paroi  NN  une  pression  expri- 
mée par  P — ogz , z désignant  la  hauteur  MN.  Ainsi  la 
hauteur  à laquelle  on  verra  le  fluide  s’élever  dans  la 
partie  MN  au-dessus  du  niveau  M (en  supposant  qu’il 
reste  dans  cette  partie  au-dessus  du  fluide  un  espace 
entièrement  vide)  sera  proportionnelle  à la  pression  at- 
mosphérique et  en  donnera  la  mesure. 

375.  On  reconnaît  facilement  que  s’il  existe  dans  le 
même  vase  plusieurs  fluides  incompressibles  et  pesants 
de  densités  inégales , l’équilibre  ne  peut  subsister  à 
moins  que  ces  fluides  ne  soient  disposés  par  couches 
séparées  par  des  plans  horizontaux  et  dans  chacune  des- 
quelles il  ne  se  trouve  que  des  parties  ayant  une  même 
densité.  De  plus,  cet  équilibre  ne  sera  stable  qu’autant 
que  les  couches  seront  placées  dans  l'ordre  des  densités, 
les  plus  denses  occupant  la  partie  inférieure  du  vase. 
La  valeur  de  la  pression  est  donnée  par  la  formule 

p = P+gf  pdz-, 

et  par  conséquent  la  partie  due  a la  pesanteur  du  fluide 
est  égale  ici,  comme  dans  le  cas  du  numéro  précédent, 
au  poids  du  fluide  compris  dans  un  prisme  droit  dont 
la  base  égale  à l’unité  de  surface  est  à la  surface  libre 
du  fluide,  et  dont  la  hauteur  est  la  verticale  menée  du 
point  que  l’on  considère  à celle  surface. 
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Calcul  des  pressions  supportées  par  les  parois 
des  vases. 

376.  On  traitera  cette  question  d’une  manière  géné- 
rale en  concevant  q.u’ifn£  surface  contre  laquelle  s’ap- 
puie le  fluide  est  représentée  par  l’équation 

z=f(x,y), 

et  qu’il  s’agit  de  déterminer  la  pression  supportée  par 
une  partie  de  cette  surface  terminée  par  un  contour 
donné.  Nous  admettrons  ici , comme  dans  les  numéros 
précédents,  que  le  plan  des  xy  est  la  surface  libre  du 
fluide,  et  que  les  z sont  comptées  de  haut  en  bas  à partir 
de  ce  plan.  Nous  représenterons  par 

y=* rtx),  = = 9(.r),  z =^(r), 

* 

les  équations  des  projections  sur  les  plans  des  xj , des 
xz  et  des  yz  du  contour  de  la  portion  de  la  surface  que 
l’on  considère,  en  observant  qu’il  suffit  de  donner  une 
seule  de  ces  équations  pour  connaître  les  deux  autres 
au  moyen  de  l’équatjon  de  la  surface.  Cela  posé,  on 
remarquera  , d’après  le^  n°  374  , et  en  faisant  d’abord 
abstraction  de  la  pression  atmosphérique  P pour  ne 
considérer  que  les  pressions  dues  au  seul  poids  du 
fluide,  qu  un  élément  qqelcouque  infiniment  petit  de 
la  surface  proposée  placéà  la  distance  z au-dessous  du 
plan  des  xy  supportera  une  pression  exprimée  par 

P 

g»!  dz.p,  et  dirigée  suivant  la  normale  à celle  surface. 

%/o 
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Les  pressions  qui  s'exercent  .ainsi  sur  les  différents  élé- 
ments de  la  surface  constituent  un  système  de  forces 
qu’il  est  toujours  aisé  de  réduire  à deux  forces  horizon- 
tales dirigées  parallèlement  aux  x et  aux  y,  et  à une 
force  verticale. 

En  effet,  désignons  par  7,  8,  « les  angles  que  le  plan 
de  l’élément  w forme  avec  les  plans  des  xy,  des  xz  et  des 
y z ; ou  bien  les  angles  que  la  normale  forme  avec  les 
axes  des  z,  des  > et  des  x.  Nous  aurons,  pour  les  trois 
composantes  de  la  pression  élémentaire  parallèles  h ces 
axes  , 


çz  rz 

COi.y.ga  I il  Z.  o , COS.ë.g’w  1 

JO  J O 


dz. 


fz 

a I dz.f. 

J o 


Mais  ucos.7,  wcos.g,  „,cos.ï  représentent  respectivement 
les  projections  de  l'aire  &.  sur  les  plans  des  xy,  des  xz  et 
des  yz  : donc  les  composantes  de  la  pression  élémen- 
taire sont  à cette  pression  comme  les  projections  de 
l’aire  « sont  à cette  aire.  On  conclut  de  cette  remarque  : 
1°  que  la  résultante  des  composantes  parallèles  h l’axe 
des  x est  égale  en  grandeur  et  en  direction  pour  la  sur- 
face proposée  à ce  qu'elle  serait  pour  la  projection  de 
cette  surface  sur  le  plan  vertical  des  yz;  2°  que  la  ré- 
sultante des  composantes  parallèles  à l’axe  des  y est 
aussi  égale  en  grandeur  et  en  direction  pour  la  surface 
proposée  à ce  qu’elle  serait  pour  la  projection  de  cette 
surface  sur  le  plan  vertical  des  xz  : 3°  enfin  que  la 
résultante  des  composantes  verticales  est  le  poids  du 
fluide  compris  entre  la  surface  proposée,  le  plan  hori- 
zontal de  la  surface  libre  du  fluide,  et  le  cylindre  ver- 
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tic.il  projetant  le  contour  de  la  surface  proposée  sur  ce 
plan.  La  direction  de  cette  dernière  résultante  partielle 
Passe  évidemment  par  le  centre  de  gravité  du  fluide 
dont  il  s’agit. 

377.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  recherche  des 
pressions  supportées  par  une  surface  quelconque  donnée 
se  ramène  à chercher  les  pressions  supportées  par  une 
aire  donnée  sur  un  plan  vertical  ; et  à calculer  le  poids 
d un  volume  de  fluide  dont  la  surface  est  donnée.  Si 
l’on  désigne  par  p,  q,  r les  trois  résultantes  partielles 
des  pressions  dont  il  s'agit  dirigées  respectivement 
dans  le  sens  des  ar,  des  y et  des  z,  1°  on  aura  générale- 


et  pour  les  distances  des  directions  de  la  force  p aux 


et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  q aux 


inent 


plans  des  xy  et  des  xz 


les  limites  des  intégrales  étant  données  par  l’équa- 
tion z='\>(y). 


2°  On  aura 
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les  limites  des  intégrales  étant  données  par  l’équa- 
tion z =<f  (x). 

3"  Enfin  on  aura 

Ç [ ÇA^S) 

r=g  I dx  I dy  | dz.{ 

et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  r aux 
r 

plans  des  xz  et  des  yz 


les  limites  des  intégrales  étant  données  par  l’équa- 
tion y = <m  (ar). 

Le  fluide  étant  supposé  en  équilibre  , si  la  densité  p 
n’est  pas  constante  , elle  sera  toujours  une  fonction 
donnée  de  l’ordonnée  z seule  , conformément  «à  ce  qu’on 
a vu  n°  375. 

Si  la  densité  p est  constante,  on  écrira  dans  les  for- 
mules précédentes  pz  à la  place  de  l'intégrale 

p /(x,  y)  à la  place  de  l’intégrale  I dz.p. 

En  général , les  trois  forces  js,  q,  r ne  se  compose* 
ront  pas  en  une  force  unique.  Il  serait  nécessaire  pour 
cela  que  les  intégrales  doubles  qui  donnent  les  valeurs 
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de  ces  forces  et  de  leurs  moments,  par  rapport  aux 
axes  des  x , des  y et  des  z,  satisfissent  à l'équation  de 
condition  du  n*  56. 

378-  Si  l’on  veut  maintenant  tenir  compte  de  la 
pression  atmosphérique  P qui  s’exerce  à la  surface 
supérieure  du  fluide , il  suffira  de  remplacer  dans  les 


formules  précédentes  g I tlz.ç,  par  g I dz.tr- J-P, 

J o J f, 


ou 


d’ajouter  le  terme 


P Cz 

- à l’intégrale  I 

J c 


dz.u. 


Dans  le  cas  où  la  densité  p sera  constante , on  ajou- 


tera P à ogz , ou  — a z. 

œ 

Les  forces  désignées  par  p,  q , /•  se  trouveront  aug- 
mentées respectivementdequantitéségalesaux  produits 
de  P par  les  aires  des  projections  de  la  surface  proposée 
sur  les  plans  des  yz  , des  xz  et  des  xj  ; et  les  directions 
de  ces  forces  ne  rencontreront  plus  ces  plans  dans  les 
mêmes  points. 


379.  Lorsque  la  surface  contre  laquelle  s’appuie  le 
fluide  est  plane,  les  pressions  élémentaires  se  composent 
toujours  en  une  force  unique,  puisqu’elles  sont  toutes 
parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens.  Supposons  p 
constante,  prenons  pour  axe  des  x l’intersection  de  la 
surface  plane  dont  il  s’agit  avec  la  surface  libre  du 
fluide  qui  est  le  plan  des  xy,  et  soit  e l’angle  compris 
entre  ces  deux  plans.  L’équation  désignée  ci-dcssus 
par  z=/(x,j)  deviendra 


î—.ytang.g,  . 6u  y=  -. 

tang/i 


- — 


La  résultante  p des  pressions  horizontales  parallèles 
aux  x sera  nulle.  On  aura 


q=  pgjdxjdz.z-, 

et  pour  les  distances  de  la  direction  de  q aux  plans 


des  xy  et  des^z 

.*  . i . - ».  •»•!*{  i II 

• 

ru,  I.  Ifbiini  M!  4»iT>. 

j dx.x  J dz.z 

jdxjdz.z 

JW*' 

les  limites  des  intégrales  étant  données  par  1 équation 
zc=<p(a).  Quanta  la  résultante  r des  pressions  verticales, 
les  formules  du  numéro  précédent  donnent 

r=tang.9.fér 

jdx  jdy.y  ; 

et  pour  les  distances  de  la  direction  de  la  force  r aux 
plans  des  xz  et  des yz 

| dx  | dy.y' 

J dx.x  j dy  .y 

f*  Uy  ' 

jdx  j dy.y 

les  limites  des  intégrales  étant  données  par  l'équation 

. . , . 9 (X) 

y=' Tsrlx)  nui  ne  doit  pasdilterer  ici  ite  y£= . 

‘ 1 tang. ü 

Quelle  que  soit  d’ailleurs  la  figure  du  contour  tracé 
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sur  b paroi  plane,  contour  dont  l’équation  z=y  (jc)  re- 
présente la  projection  verticale  sur  le  plan  des  xz,  les 
formules  précédentes  donnent  lieu  aux  remarques 

suivantes  : 

1°  Les  distances  des  directions  des  forces  q et  r au 
plan  des  yz  sont  égales  entre  elles,  en  sorte  que  ces 
forces  sont  toujours  comprises  dans  un  même  plan  ver- 
tical perpendiculaire  à la  paroi  plane  proposée,  et  peu- 
vent se  composer  en  une  seule  force. 

2°  La  distance  de  la  force  r au  plan  des  xz  est  égale 
à la  distance  de  la  force  q au  plan  des  xy  divisée  par 
tang.  0 ; d’où  il  suit  que  le  point  de  rencontre  des  direc- 
tions de  ces  deux  forces  est  situé  sur  la  paroi  plane  pro- 
posée. On  nomme  centre  de  pression  le  point  dont  il 
s’agit , qui  est  le  point  d’application  de  la  résultante  R 
des  pressions  normales  supportées  par  la  paroi. 
a , 

3°  On  a r=tang  &i  et  par  conséquent 


Le  résultat  précédent  peut  être  exprimé  d'une  ma- 
nière fort  simple.  Soit  A l’aire  de  la  figure  proposée,  et 
z,  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  figure  à la 
surface  supérieure  du  fluide.  A sin.  9 sera  la  projection 
de  l’aire  A sur  le  plan  des  xz,  et  z,  sera  également  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  cette  projection  à la 

surface  supérieure  du  fluide.  Ainsi  l’on  a 

. 


^dx  ^ 

Asin.9 


pgK  sin. U 
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L’expression  précédente  de  la  pression  normale  sup- 
portée par  la  paroi  plane  revient  donc  à 


R = PffAz, . 


R = il  Az, , 


il  étant  le  poids  de  l’unité  de  volume  du  fluide  ; c’est-à- 
dire  que  la  pression  supportée  par  l’aire  plane  A est 
égale  au  poids  d’une  colonne  de  fluide  ayant  pour  base 
A,  et  pour  hauteur  la  distance  z , de  son  centrede  gravité 
•à  la  surface  supérieure  du  fluide.  Cette  proposition  se 
conclut  d’ailleurs  sans  calcul  du  principe  énoncé  n°  374. 

L expression  pgA.z  ou  nAz,  donne  la  valeur  de  la 
pression,  quelle  que  soit  l’inclinaison  de  la  paroi  plane. 
Si  cette  paroi  est  horizontale,  le  centre  de  pression  coïn- 
cide avec  le  centre  de  gravité  de  l’aire  A.  Dans  les  autres 
cas  l’on  connaîtra  le  centre  de  pression  en  déterminant 
les  deux  distances  de  ce  centre  aux  plans  des  xy  et  des 

, fdxfdz.z' 

y z,  distances  qui  sout  representees  par  ■ et 

fdxxfdz.z  .....  , . 

fdxfdz  z ’ *es  mteSrales  etant  prises  entre  les  limites 

données  par  l’équation  z=?(x)  qui  appartient  à la  pro- 
jection verticale  du  contour  de  la  paroi  sur  le  plan 
des  xz. 

380.  Lorsque  la  paroi  plane  est  un  rectangle  vertical 
dont  le  côté  supérieur  est  placé  à la  surface  supérieure 
du  fluide,  on  a,  en  désignant  par  a la  longueur  de  ce 
côté  et  par  c la  longueur  du  côté  vertical, 


R=  pg.ac.  — c 


..h  R=—  Pëac'  • 
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pour  ia  pression  supportée,  et 


pour  la  distance  du  centre  de  pression  à la  surface  su- 
périeure du  fluide. 

Lorsque  la  paroi  est  un  triangle  vertical  dont  le  som- 
met est  placé  à la  surface  supérieure  du  fluide,  et  dont 
la  base  a est  horizontale,  la  pression,  en  désignant  par  c 
la  hauteur,  est  exprimée  par 


1 2 t 

?g  ac '■  ~Y  c ou  -f  tëac‘  y 


cjc  C doc C dz  z*  3 

et  conupe  on  a — , la  formule  - — ; — — donne  —c 

a ' / dxf dz-z  4 

pour  la  distance  du  centre  de  pression  à la  surface  su- 
périeure du  fluide. 


Si  la  base  du  triangle  vertical  est  au  contraire  placée 
à la  surface  supérieure  du  fluide , la  pression  est  expri- 
mée par 


ou 


et  comme  on  a z=±c , Informulé  précédente  donne 

^ c pour  la  distance  du  centre  de  pression  à la  surface 

supérieure  du  fluide.  Le  centre  dépression  est  d’ailleurs 
placé  dans  tous  les  cas  sur  la  ligne  qui  joint  le  sommet 
du  triangle  au  milieu  de  la  hase. 

381.  Si,  considérant  toujours  le  cas  d’une  paroi  plane, 
on  veut  avoir  égard  à la  pression  atmosphérique , la 
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valeur  de  la  pression  normale  donnée  n°  379  deviendra 
(ne,+P)A. 


Les  distances  du  ceBtre  de  pression  aux  plans  des  xy  et 

• . . f dxf  dz.z  ( tls4-P) 

des  jz  sont  représentées  par  j-dxj-dz  ^2+P)  et 

fdx.xfdz(nz-\-  P)  , , 

fdxfdc  (nz-j-P)  » les  ,nteSrales  ctant  toujours  prises 

entre  les  limites  données  par  l’équation  s =?  (x)  de  la 
projection  du  contour  de  la  paroi  sur  un  plan  vertical 
parallèle  à l’intersection  de  cette  paroi  avec  la  surface 
supérieure  du  fluide. 

XXVI.  Equilibre  des  corps  flottants  a la  surface 

DES  FLUIDES  PESANTS. 


382.  Considérons  un  fluide  incompressible  et  pesant, 
supposé  en  équilibre,  et  dont  la  surface  supérieure  sera 
par  conséquent  un  plan  horizontal , conformément  à ce 
qu’on  a vu  nu  374.  Soit  un  corps  solide  pesant,  de 
figure  quelconque,  plongé  dans  ce  fluide.  Il  s’agit  de 
reconnaître  les  conditions  nécessaires  pour  que  ce 
corps  soit  en  équilibre , c’est-à-dire  pour  qu’il  y ait 
destruction  mutuelle  entre  l’action  de  la  gravité  sur  le 
corps  et  les  pressions  exercées  par  le  fluide  sur  toutes  les 
parties  de  sa  surface. 

L’action  de  la  gravité  sur  le  corps  se  réduit  toujours 
à une  seule  force  égale  au  poids  du  corps , et  dirigée 
suivant  la  verticale  passant  par  son  centre,  de  gravité. 
Quant  aux  pressions  exercées  sur  la  surface  du  corps  , 
on  reconnaît  en  premier  lieu  par  le  n°  376,  que  les 
composantes  horizontales  de  ces  pressions  auront  tou- 
jours une  résultante  nulle;  car  quel  que  soit  le  plan 


« 
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vertical  sur  lequel  on  projette  cette  surface,  il  y aura 
toujours  deux  parties  qui  se  projetteront  l’une  sur  l'autre 
et  auxquelles  répondront  des  pressions  dirigées  en  sens 
opposés.  On  reconnaît  en  second  lieu  que  les  compo- 
santes verticales  des  pressions  se  composent  en  une 
force  unique  agissant  de  bas  en  haut,  égale  au  poids 
du  fluide  déplacé  par  le  corps , et  dirigée  suivant  la 
verticale  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce  fluide. 
En  ellet,  deux  éléments  de  la  surface  du  corps,  situés 
sur  la  même  verticale , supportant  toujours  deux  pres- 
sions dirigées,  l’une  de  bas  en  haut,  l’autre  de  haut  en 
bas , dont  la  résultante,  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
pesanteur  est  égale  au  poids  du  fluide  contenu  entre 
les  deux  éléments. 

D’après  ce  qui  précède  , les  conditions  de  l’équilibre 
se  réduisent:  1°  à ce  que  le  poids  du  corps  soit  égal  au 
poids  du  volume  de  fluide  déplacé;  2»  à ce  que  le  centre 
de  gravité  du  corps  et  le  centre  de  gravité  de  ce  volume 
de  fluide  se  trouvent  situés  dans  une  même  ligne  ver- 
ticale. 

Lorsque  le  corps  et  lefluidesont  homogènes,  le  centre 
de  gravité  du  corps  et  celui  du  fluide  dont  il  tient  la 
place  coïncident  toujours  : la  condition  de  l’équilibre  se 
réduit  à ce  que  le  poids  du  corps  et  celui  de  ce  fluide 
soient  égaux. 

383.  Si  le  poids  du  corps  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  celui  du  fluide  dont  il  tient  la  place  , il  est  sollicité 
à descendre  ou  à monter  par  une  force  verticale  égale 
à la  diflérence  des  deux  poids.  Le  corps  prend  une  po- 
sition telle  que  les  deux  centres  de  gravité  soieut  situés 
dans  une  même  verticale  qui  est  la  direction  de  cette 
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force,  et  que  le  centre  de  gravité  du  corps  soit  au- 
dessous  du  centre  de  gravité  du  fluide  dont  il  tient  la 
place. 

384.  Considérons  en  second  lieu  un  corps  solide, 
en  partie  plongé  dans  un  fluide  incompressible.  On 
verra  comme  ci-dessus  que  les  composantes  horizontales 
des  pressions  exercées  par  lé  fluide  sur  la  surface  de 
la  partie  plongée  se  détruisent  toujours  réciproque- 
ment; et  que  les  composantes  verticales  de  ces  près-  * 
sions  ne  diffèrent  point  de  l’action  de  la  gravité  sur 

le  fluide  dont  cette  partie  du  corps  occupe  la  place. 
Les  conditions  de  l’équilibre  d’un  corps  solide  flottant 
à la  surface  d’un  fluide  pesant  consistent  donc  : 1°  en  ce 
que  le  poids  du  corps  soit  égal  au  poids  de  la  portion 
de  fluide  qu’il  déplace  ; 2°  en  ce  que  le  centre  de  gra- 
vité du  corps  et  celui  du  fluide  dont  il  tient  la  place 
soient  situés  sur  une  même  ligne  verticale. 

Si  le  corps  et  le  fluide  sont  homogènes  , le  centre  de 
gravité  de  la  partie  plongée  du  corps  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  par  cette  partie.  La 
condition  de  l’équilibre  se  réduit  à ce  que  le  plan  de 
flottaison  partage  le  corps  en  deux  parties  dont  les 
volumes  soient  entre  eux  dans  le  rapport  de  la  densité 
du  corps  à l’excès  de  la  densité  du  fluide  sur  celle  du 
corps  , et  dont  les  centres  de  gravité  soient  situés  sur 
une  même  perpendiculaire  à ce  plan. 

Stabilité  des  corps  flottants. 

385.  Un  corps  flottant  à la  surface  d’un  fluide  est  en 
équilibre  lorsque  les  deux  conditions  énoncées  dans  le 

ils 
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numéro  précédent  sont  satisfaites.  L’équilibre  est  stable 
lorsque  le  corps  ayant  été  dérangé  très-peu  , d’une  ma- 
nière quelconque  , de  sa  position  actuelle  d’équilibre , 
puis  abandonné  à l’action  des  forces  par  lesquelles  il  est 
sollicité  , ces  forces  tendent  toujours  à le  ramener  dans 
cette  position. 

Soient  (fig.  40)  AB  la  surface  du  fluide,  AmB  le 
corps  flottant  dans  sa  situation  naturelle  d’équilibre , 
F le  centre  de  gravité  du  fluide  que  le  corps  déplace, 
et  G le  centre  de  gravité  du  corps.  Ces  deux  points  , 
d’après  ce  qu’on  a vu  dans  le  numéro  précédent,  se  trou- 
veront nécessairement  dans  une  même  verticale  EG, 
et  l’équilibre  du  corps  flottant  n’est  autre  chose  que 
l’équilibre  d'une  force  égale  au  poids  du  corps  agissant 
de  haut  en  bas  au  point  G,  qui  est  détruite  par  une 
force  égale,  agissant  de  bas  en  haut  au  point  F. 

Admettons  que  l’on  change  la  position  actuelle  du 
corps  flottant,  en  sorte  que  le  centre  de  gravité  G soit 
transporté  en  G',  et  la  ligne  EG  en  E'G'.  Soit,  après  ce 
changement  F' la  position  du  centre  de  gravi  té  du  fluide 
déplacé.  On  devra  maintenant  regarderie  corps  flottant 
comme  étant  soumis  à l’action  de  deux  forces  verticales, 
l’une  agissant  de  haut  en  bas  en  G',  qui  est  toujours 
égale  au  poids  du  corps  ; l’autre  agissant  de  bas  en  haut 
en  F'  qui  est  égale  au  poids  du  fluide  déplacé.  L’action 
de  ces  deux  forces  tendra  toujours;  1”  à faire  mouvoir 
verticalement  le  centre  de  gravité  G'  du  corps  de  bas 
en  haut  ou  de  haut  en  bas,  suivant  que  le  déplace- 
ment sera  plus  grand  ou  plus  petit  qu’il  n’était  dans  la 
situation  naturelle  d’équilibre;  2°  à faire  tourner  le 
corps  flottant  autour  d’un  axe  horizontal  passant  par  le 


Je 
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point  G*  et  perpendiculaire  au  plan  vertical  qui  con- 
tient les  points  G'  et  F'.  Concevons  le  plan  incliné  qui 
contiendrait  cet  axe  horizontal  et  la  ligne  E'G',  et  que 
nous  supposerons  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure. 

Il  est  visible  que  si  la  ligne  E'G'  étant  inclinée  à droite, 
comme  le  représente  la  figure,  le  point  F'  sç  trouve  à 
droite  du  point  G,  la  force  égale  au  poids  du  fluide  dé- 
placé, qui  agit  de  bas  en  haut  en  F'  tendra  à ramener 
la  ligne  E'G'  vers  la  verticale  ; tandis  que  si  le  point  F' 
se  trouvait  à gauche  du  point  G',  la  même  force  ten- 
drait à faire  incliner  de  plus  en  plus  la  ligne  E'G'  vers 
la  droite.  Ou,  si  l’on  veut,  concevant  par  le  point  F'  une 
ligne  verticale  qui  rencontre  en  p.  le  plan  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  figure  dont  on  a parlé  ci-dessus  et 
dont  E'G  est  la  trace,  si  le  point  u se  trouve  au-dessus 
de  G'  le  corps  tendra  à se  redresser,  tandis  que  si  le 
point  f»  se  trouve  au-dessous  de  G'  le  corps  tendra  à 
s’incliner  de  plus  en  plus  dans  le  même  sens.  Le  point  y 
a été  nommé,  d’après  Bouguer , Métacentre. 

Si  le  centre  de  gravité  du  corps,  que  nous  avons  sup- 
posé en  G dans  l’état  naturel  d’équilibre,  avait  été 
placé  en  g , et  s’était  transporté  en  g par  l’efiet  du  dé- 
placement attribué  au  corps,  le  métacentre  y se  trou- 
verait au-dessous  de  g,  et  le  corps  flottant  tendrait  à 
s’incliner  de  plus  en  plus.  Ainsi,  toutes  choses  égales 
d’ailleurs,  il  peut  résulter  du  seul  changement  de  la 
position  du  centre  de  gravité  du  corps  flottant , que  ce 
corps  se  trouve  sollicité  h revenir  à sa  position  natu- 
relle d’équilibre  ou  à s’en  ccarler. 

Concevons  que  le  corps  flottant  ait  été  écarté  de  sa 
position  naturelle  d’équilibre  , puis  abandonné  à l’ac-  * 
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tion  des  forces  qui  le  sollicitent.  ïl  est  visible  que  si, 
pour  toutes  les  situations  possibles  de  ce  corps,  le  mé- 
tacentre  est  au-dessus  du  centre  de  gravité,  les  forces 
tendront  toujours  à ramener  le  corps  à sa  situation 
naturelle  d’équilibre,  et  par  conséquent  son  équilibre 
sera  stable.  Si  au  contraire , pour  toutes  les  situations 
possibles  du  corps  flottant,  le  métacentre  est  au-dessous 
du  centre  de  gravité , les  forces  tendront  toujours  à 
écarter  davantage  le  corps  de  sa  situation  d’équilibre; 
et  par  conséquent  son  équilibre  sera  instable.  Mais 
comme  le  métacentre  peut  se  trouver  tantôt  au-dessus  , 
tantôt  au-dessous  du  centre  de  gravité,  suivant  la  posi- 
tion actuelle  du  corps  flottant,  on  ne  peut  en  général 
déterminer  exactement  les  conditions  de  la  stabilité  de 
l’équilibre  sans  rechercher  la  nature  des  mouvements 
affectés  par  ce  corps. 

386.  Lorsque  le  déplacement  du  corps  est  supposé 
très-petit,  on  peut  exprimer  d’une  manière  générale  les 
conditions  relatives  à la  figure  du  corps,  ou  à la  distri- 
bution des  poids  dont  il  est  chargé,  dont  dépendent  la 
stabilité  ou  l’instabilité  de  son  équilibre.  Nous  ferons 
ici  abstraction  du  mouvement  du  fluide,  et  nous  admet- 
trons qu’il  exerce  constamment  sur  le  corps,  la  même 
action  qui  aurait  lieu  si  le  corps  était  immobile.  D'après 
ce  qui  a été  dit  dans  l’article  XX,  on  pourra  toujours 
considérer  à part  : 1*  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
du  corps,  qui  aura  lieu  comme  si  toute  la  masse  était 
concentrée  en  ce  point,  et  comme  si  toutes  les  forces  y 
étaient  appliquées  ; 2°  la  rotation  du  corps  autour  de 
son  centre  de  gravité  qui  aura  lieu  comme  si  ce  point 
était  fixe. 
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AB  étant  toujours  la  surface  supérieure  du  iluide 
(tig.  41),  soient,  comme  ci-dessus,  G la  position  du  centre 
de  gravité  du  corps  dans  l’état  naturel  d’équilibre,  EG 
la  verticale  qui  passe  par  ce  point,  F la  position  sur  cette 
verticale  du  centre  de  gravité  du  fluide  déplacé  par  le 
corps.  Nous  prenons  le  point  G pour  origine  des  coor- 
données horizontales  x,  y et  verticales  z,  les  z positives 
étant  comptées  de  haut  en  bas.  Nous  admettons  ensuite 
que  le  corps  flottant  a été  déplacé,  en  sorte  que  le  centre 
de  gravité  G s’est  abaissé  en  G' sans  sortir  delà  verticale 
où  il  était  situé,  que  la  ligne  EG  s’est  placée  en  E'G', 
et  que  le  point  F s’est  transporté  en  J"  sur  cette  ligne, 
la  distance  /G'  étant  égale  à FG.  Le  plan  de  flottaison, 
qui  coïncidait  dans  l'état  naturel  d’équilibre  avec  AB  , 
s’est  abaissé  et  incliné  en  demeurant  perpendiculaire 
à E'G',  et  sa  trace  sur  le  plan  desxz  est  maintenant  ab. 
la  distance  Ce  étant  égale  à GG7  en  négligeant  une 
quantité  très-petite  du  second  ordre.  Enfin  nous  dé- 
signerons par 

I r 

V le  volume  du  fluide  déplacé  par  le  corps  dans 
l'état  naturel  d’équilibre; 

U l’aire  du  plan  de  flottaison  AB  ; 

b les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l’aire  n 
comptées  du  point  G sur  les  axes  des  x et  des  ; 
c la  distance  GF  ou  G f des  deux  centres  de  gra- 
vité du  corps  et  du  fluide  déplacé  dans  l’état 
naturel  d’équilibre  du  corps  flottant  (on  a sup- 
posé dans  la  figure  G au-dessous  de  F ; s’il  était 
au-dessus  , il  faudrait  changer  dans  les  formules 
le  signe  de  c)  ; 
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la  hauteur  verticale  très-petite  GG'  ou  Ce  iloul 
le  centre  de  gravité  G est  abaissé  au-dessous  de 
sa  position  dans  l’état  naturel  d’équilibre  ; 

»,  *>,  ^ les  angles  très-petits  que  la  ligne  EG  a décrits 
autour  des  axes  des  x , des  y et  des  z,  pour 
arriver  à sa  position  actuelle.  (On  suppose  ici 
les  angles  ? et  » positifs,  lorsque  les  mouvements 
de  rotation  qui  ont  lieu  autour  des  axes  des  x 
et  des  y ont  tous  deux  pour  effet  d’abaisser  les 
points  du  plan  de  flottaison  qui  sont  situés  dans 
l’angle  des  x et  des  y positives); 

P la  masse  de  l’unité  de  volume  de  fluide; 
g la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  dans  l’unité 
de  temps. 

Le  déplacement  du  corps  étant  supposé  très-petit, 
les  quantités  n , a,  b peuvent  être  censées  constantes 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

11  s’agit  en  premier  lieu  de  distinguer  les  forces  par 
lesquelles  le  corps  flottant  est  sollicité  dans  sa  position 
actuelle.  Elles  consistent  évidemment  : 1°  dans  le  poids 
île  ce  corps,  exprimé  par  pgy,  qui  agit  verticalement 
de  haut  en  bas  en  G';  2°  dans  une  force  égale  au  poids 
du  fluide  déplacé  dans  l’état  naturel  d’équilibre  , éga- 
lement exprimée  par  rgT,  agissant  verticalement  de 
bas  en  haut  en  f\  3°  dans  le  poids  du  fluide  contenu 
entre  les  deux  plans  AB  et  ab , qu’il  faut  concevoir 
agissant  aussi  de  bas  en  haut.  Quant  aux  pressions 
horizontales  exercées  sur  la  surface  du  corps  , elles  se 
détruisent  dans  tous  les  sens  , et  on  ne  doit  point  les 
considérer.  Pour  établir  les  équations  du  mouvement 
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du  corps , nous  devons  exprimer  en  fonction  des  cjuan- 
tités.ç,  ç,  u,  4,  les  forces  qui  viennent  d’être  indiquées, 
et  leurs  moments  pris  par  rapport  aux  axes  des  coor- 
données. 

Relativement  à la  force  fgr,  agissant  verticalement 
de  bas  en  haut  en  /,  les  moments  de  cette  force  pour 
faire  tourner  le  corps  autour  de  deux  parallèles  aux 
axes  des  x et  desj,  et  passant  par  le  centre  de  gravité 
G'  sont  évidemment 

Pgr.Cf  et  pg-r.cw. 

A l’égard  du  poids  du  fluide  contenu  entre  les  deux 
plans  de  flottaison  AB  et  ab , il  faut  observer  que 
prenant  sur  le  plan  AB  un  point  dont  les  coordonnées 
horizontales  sont  x,y,  la  longueur  de  la  verticale 
abaissée  de  ce  point  jusqu’à  la  rencontre  du  plan  ab , 
sera  Ç+x<*+yy.  Par  conséquent  le  poids  de  ce  fluide  est 


4f  dxdyi£+x*+yi)  i 


et  les  moments  de  ce  poids  pris  par.rapport  à l’axe  des 
je  et  à l’axe  des  y sont  respectivement 


dxdy.y  [K+x*+y<t)  > 


*ff, 

• .JJ  dxdy  .x{t,-\-xu-\-y<î)  > 

les  intégrales  étant  prises  dans  toute  1 etendue  du  plan 
de  flottaison  AB.  Si  l’on  fait  attention  que  ffdxdy= a, 
f f dxdy.y —nb , ffdxdy.x=&a  ; et  si  l’on  pose  pour 
abréger 


r * 
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j jdxdy.xy  = l , j,jdxdyy=  ni , j jdxdy.x'—n  ; 


l’expression  précédente  du  poids  du  fluide  contenu  entre 
les  plans  AB  et  ab  deviendra 

et  les  expressions  des  moments  de  ce  poids  pris  par 
rapport  aux  axes  parallèles  aux  x et  auxy,  qui  passent 
par  le  centre  de  gravité  deviendront  respectivement 


Les  quantités  l,  mt  n peuvent  être  censées  constantes  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

Ôn  voit  donc  par  ce  qui  précède:  1°  que  si  l’on  trans- 
porte toutes  les  forces  au  centre  de  gravité  G',  il  restera 
seulement  une  force  verticale  agissant  de  bas  en  haut , 
égale  à 


2°  que  les  moments  des  forces  qui  tendent  à faire  tour- 
ner le  système  autour  de  l’axe  parallèle  aux  x et  autour 
de  l’axe  parallèle  aux  y,  de  manière  à faire  diminuer 
les  angles  <p  et  <■>,  sont  respectivement 


(ïc+m)ÿ] , 

pgiQ«ç+(  ïc+ n)  «-K?] . 

f 

Quant  au  moment  qui  tendrait  à faire  tourner  le  sys- 
tème autour  de  l’axe  des  z , sa  valeur  est  nulle , puisque 
les  forces  horizontales  se  détruisent  dans  tous  les  sens. 

387.  D’après  cela , le  corps  flottant  étant  supposé  en 
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mouvement,  et  les  valeurs  des  quantités  ç,-  ç,&>,  '!*■  qu1 
entrent  dans  les  formules  précédentes  , étant  supposées 
celles  qui  ont  lieu  à la  fin  da  temps  t,  le  mouvement 
du  centre  de  gravité,  conformément  a ce  quon  a vu 
dans  le  n°  312 , est  réglé  par  la  seule  équation 


Y 4“  =— -g,o(Ç+a"+M  ; 

at 2 

et  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  de  son 
centre  de  gravité  est  déterminé  d’apres  le  même  numéro 
par  les  équations 


^ — z — fâr[^?ï+(c+n)a,-l-^l  ’ 

/ d‘x  dy\ 

S. ml  y — ; x — 1=0.  ... 

V dt‘  dt‘  ) 


D’après  les  formules  du  n°  249 , où  l’on  doit  changer 
les  signes  de  z et  de  «, 


dy= — zdy — xdty , 
dz=xda>-\-ydf. 


d‘x 

(Ti/ 

dy 

~dt,== 

r dF 

3 de' 

<ry 

cCf 

<T's 

de 

~zdt' 

~xdê' 

æz 

d?(o 

de  <f 

de  ~ 

x — 

de 

+r  di" 

puisque,  les  déplacements  étant  supposés  très -petits, 
les  coordonnées  de  chaque  point  du  corps  peuvent  être 
eensées  constantes  par  rapport  au  temps.  Substituant 
ces  expressions  dans  les  trois  équalions  du  mouvement 
de  rotation , et  posant  comme  dans  le  n°  285  , 
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A=S.m(iy,-f-*,)i  ’ F =S.myz, 

B=S./w(.r’-f-z’) , G~S.mxz. 

C=?S  m(x'+y),-  , H = S.m^; 

il  viendra 

d?  (p  d?  ‘1/  d*  oü 

A — -)-G  +H  =— p £[oôç-ffc>-j-(rc-{-m)f], 

<A>  cL\  d'il 

B — +H  — —F  -j-;  =—  pg'[liaî+(*'c+«)w-f^] - 


rf3® 

C — I— F -, , -f  G -7-1=0. 
dt'  dt  1 dd 


Les  quatre  équations  précédentes  doivent  donner  les 
expressions  des  quantités  ç,  ?,  w,  ^ en  fonction  de  t. 
Comme  elles  sont  linéaires  et  à coefficients  constants  , 
on  pourra  toujours  les  intégrer  par  les  procédés  indi- 
qués dans  les  n°‘  Ü55  et  suivants  des  Leçons  d’ Analyse. 

388.  Nous  supposerons  , conformément  à l’état  ordi- 
naire des  bâtiments  de  mer,,  que  le  corps  flottant  peut 
être  partagé  eù  deux  parties  égales  et  symétriques  par 
un  plan  vertical. 

Admettant  que  ce  plan  soit  celui  des  yz,  on  aura  donc 
a—  0 , /=0,G  = 0,  H = 0;  ce  qui  réduit  les  quatre 
équations  trouvées  ci-dessus  à 


=—8&k+b*t) (1). 

A ^p=—  [ûtoi-f  <ïc+m)f]  (2), 


n <r  " r ,v  , . 

cÛ-f5=0 .... 

dt'  dt' 


(»)► 

(4)- 
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Considérons  les  équations  (1)  et  (2)  qui , en  posant  pour 
abréger  • 

o -*>  Bab  C/_  ïSLlb  +'") 

S=T’  T==r  ' S-~ÂT'  ~ Â ’ 

s’écriront 

J+Sç+T^O. 

5+s'ç+T'?=o.  ■ ; 

Multipliant  la  seconde  par  une  constante  indétermi- 
née X,  et  l’ajoutant  à la  première,  il  vient 

1 ^+;s+>»)î+(T+Ar)?=o; 

puis  en  posant,  «étant  une  nouvelle  variable,  ç = «— Xf, 

dX  du  dtf 
d’où  d?  ~ dC  ~ k -di- 

on aura 

~ + (S+XS')u—  (S+>S')).?+  (T+  ) T')  ? = 0- 

dt 

On  satisfait  à cette  équation  en  posant 

jjr  +(S+iS')a=0 , , 

(S+XS')X-(T+iT')=0. 

La  seconde  de  ces  deux  équations  donne 

— S-f-T'il/  (S— T')*+4TS, 

* ~ 26'  • 5 
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en  substituant  cette  valeur  dans  la  première  et  faisant 
pour  abréger 


K=  -i-(s+T'±l/(S— T7+4TS'), 


il  viendra 


d'u 

^7+K«=°, 


équation  dont  l’intégrale  est 

u = rcos.<l/'K-|-Asin./|/'K , 

r et  a étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Si  l’on  suppose  qu’à  l’origine  du  mouvement  la  vi- 

dx^ 

lesse  du  corps  flottant  soit  nulle , on  aura  alors  0 , 

dm  , du 

— -~0,  et  par  cpnsequent  — -=  0 ; en  sorte  que  la 

cit  (IL 

contante  A devra  être  nulle.  Nous  écrirons  donc 
M=r,cos./|/''KI  et  «=r,cos.fl/'K, , 

en  désignant  par  K,  et  K,  les  deux  valeurs  de  K ; et  par 
conséquent 

Ç+>.?=r,cos.<l/K, 

Ç+\'P=r.cos.t|/'K, , 

en  désignant  également  par  \ et  \ les  deux  valeurs 
de  > ; d’où  l’on  déduit 


_ r,\  cos. /l/K, — r,*,  cos.<|/K, 

‘ 

r.cos.t  f/K, — r.cos.t  l^K, 


?=• 


(5) , 

(6) . 


Il  est  visible  d’ailleurs  qu’en  représentant  par  ç.  et  'ÿo. 
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les  valeurs. initiales  «le  ç et  , on  aura 

U-Kfo^r,  et  ç„+>,?„=r, , 

pour  les  valeurs  «les  «leux  constantes  r,  et  is. 

Quant  à lequation  (3) , que  l’équation  (fc)  réduit  à 


d'o>  og  (Tc+«).C 
dë^  BC— F 


elle  donne  immédiatement 

...  A / fg (vc+«).C 

W — toQCOS  f y/  jgjT  pi  \V 

en  supposant  toujours  la  valeur  initiale  de  ^ nulle,  et 

désignant  par  «„  la  valeur  initiale  de  w. 

Enfin  , mettant  cette  valeur  de  « dans  l’équation  (4). 
il  viendra 

d'->  F fg(vc+«)C  A /pgPc+nÿ.  . . 
dë  ~ C””’  BC— F*~  ^ BC-F’  ’ 

intégrant  deux  fois  de  suite,  supposant'  la  valeur 

initiale  de  ^ mille,  et  représentant  par  la  valeur 
dt 

initiale  de  ^ , on  trouve 


+=*•+ 1 "('"“Virr) 


(81 


Les  équations  (5),  (6),  (7) , (8) , qui  donnent  les  va- 
leurs des  quatre  variables  ç,  <p,  w et  en  fonction  du 
temps  t , font  connaître  le  mouvement  du  corps  flottant. 
Si  les  radicaux  qui  multiplient  t sous  le  signe  cosinus 
sont  réels,  ou  si  les  quantités  sous  le  signe  \/  sont 
positives,  ces  mouvements  ne  consisteront  évidem- 
ment qu’en  des  oscillations  qui  auront  lieu  de  part  et 
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d'autre  de  la  position,  naturelle  d’équilibre  du  corps. 

Le  corps  ne  s’écartera  jamais  de  cette  position  plus  qu’il 
n’en  était  écarté  à l’origine  du  mouvement,  et  l'équi- 
libre sera  stable.  Mais  si  les  quantités  dont  il  s’agit 
sont  négatives,  le  corps  tendra  à s’écarter  de  plus  en 
plus  de  sa  position  initiale.  Ainsi  la  stabilité  ou  l’insta- 
bilité de  l’équilibre  tient  aux  signes  des  quantités  K,  et 

K , et  à celui  de  la  quantité  — L’une  des  valeurs 
’ l BC— FJ 


de  K est  toujours  positive,  et  l’on  peut  reconnaître  que 
l’autre  sera  aussi  positive  pourvu  que  la  quantité  rc-j-m 
soit  plus  grande  que  a b*.  Ainsi  la  condition  de  1;)  sta- 
bilité de  l’équilibre  s’exprime  en  posant 

le  4-« 

T&frn>nft’  et  -jjj,— pr,>0. 


On  peut  remarquer  que  la  figure  des  bâtiments  de 
mer,  qui  est  symétrique  par  rapport  au  plan  qui  les 
coupe  dans  le  sens  de  la  longueur,  s’éloigne  peu  d’être 
aussi  symétrique  par  rapporta  un  plan  perpendiculaire 
à celui-ci.  Il  y a donc  en  général  peu  d’erreur,  dans  ce 
genre  d’applications,  à supposer  que  le  plan  des  xz 
partage  le  corps  flottant  en  deux  parties  à peu  près 
égales,  et  à regarder  en  conséquence  b et  F comme  des 
quantités  dont  on  peut  négliger  les  quarrés.  Le  signe 
d’une  des  valeurs  de  la  quantité  K , qui  entre  sous  le 
signe  radical  dans  les  équations  (5)  et  (6),  dépendrait 
alors  entièrement  du  signe  de  la  quantité  vc-t-m  : les 
deux  valeurs  de  K seraient  positives  si  rc-f-m  était 
positive  , et  l’une  de  ces  valeurs  serait  négative  dans  le 
cas  contraire.  On  reconnaît  également  que  le  radical  des 
équations  (7)  et  (8)  serait  réel  ou  imaginaire,  suivant 


f 
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que  la  quantité  rc-j-n  serait  positive  ou  négative.  Ainsi 
l’équilibre  du  corps  flottant  serait  stable  si  les  quantités 
Vc-(-m  et  ïc-j-n  étaient  toutes  deux  positives,  et  il  serait 
instable  si  l’une  d’entre  elles  on  si  toutes  deux  étaient 
négatives. 

Les  quantités  m et  n sont  toujours  positives  > aussi 
bien  que  T.  La  quantité  c est  positive  lorsque  le  centre 
de  gravité  du  corps  est  au-dessous  de  celui  du  fluide 
déplacé  dans  l’état  naturel  d’équilibre,  comme  on  l’a 
supposé  dans  la  figure:  alors  les  quantités  Vc-j-m  et 
vc-f-n  sont  toujours  positives,  et  par  conséquent  l’équi- 
libre est  toujours  stable.  Mais  si  le  centre  de  gravité  du 
corps  est  situé  plus  haut  que  celui  du  fluide  déplacé 
dans  létal  naturel  d'équilibre,  la  stabilité  de  l’équilibre 
exige  que  Te  soit  plus  petite  que  m et  n. 

389.  La  recherche  serait.d’ailleurs  plus  simple  si  l’on 
supposait  d’avance  que  le  plî»n  des  xz  partage  le  corps 
ilottant,  aussi  bien  que  le  plan  des yz,  en  deux  parties 
égales  et  symétriques.  En  faisant  b=  0 et  F=Odans 
les  équations  (1),  (2),  (3)  et  (4)  du  numéro  précédent, 
elles  se  réduisent  à 

d z . 
d>* 

A -—=—pg(Tcri-m)i, 
dJu 

h d[,  =—!<g{rc+n)<* , 


Dans  ces  équations  , que  l’on  aurait  pu  obtenir  direc- 
tement , les  variables  sont  séparées,  et  l’on  a immé* 
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diatement  (en  supposant  toujours  les  vitesses  initiales 
nulles), 

, ’ * * t 

ç=ç„cos.< 

On  peut  alors  affirmer  avec  une  entière  exactitude  que 
l’équilibré  du  corps  flottant  est  stable  ou  instable  sui- 
vant que  les  quantités  rc  -f-  m et  rc-f-  n , sont  ou  non 
toutes  deux  positives  ; et  il  est  utile  de  remarquer  que 
ces  quantités  étant  multipliées  par  le  poids  fg  de  l’unité 
de  volume  du  fluide  expriment  respectivement  les  mo- 
ments des  forces  qui  tendent  â ramener  l’axe  du  corps 
flottant  dans  sa  situation  verticale  primitive.,  le  dépla- 
cement de  ce  corps  étant  supposé  égal  à celui  qui  a lieu 
dans  cette  situation.  D’où  l’on  doit  conclure  que  les 
quantités  rc-f-m  et  Tc-j-n  seront  positives  ou  négatives, 
suivant  que  le  métacentre  déterminé  en  supposant  cette 
condition  satisfaite , se  trouvera  placé  au-dessus  ou  au- 
dessous  du  centre  de  gravité  du  corps  flottant;  et  par 
conséquent  que  la  seule  considération  du  métacentre 
ainsi  déterminé  suffit , dans  le  cas  particulier  que  nous 
considérons,  pour  prononcer  si  l’équilibre  du  corps 
flottant  est  stable  ou  instable. 

Les  oscillations  que  le  corps  flottant  exécute  dans  le 
sens  vertical  et  autour  des  deux  axes  principaux  qui 
se  croisent  à son  centre  de  gravité  sont  ici  entièrement 
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indépendantes  les  unes  des  autres.  Les  durées  des  os- 
cillations seront  exprimées  respectivement , d’après  les 
expressions  précédentes , par  ‘ ■ 


. , n\/ï,  V 

7 


A 

fô(YC+m)  ’ 


rV- 


B 


fg-(rc+/t)  ’ 

« représentant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. La  comparaison  de  ces  valeurs  dans  divers  bâti- 
ments de  mer,  peut  faire  juger  de  la  douceur  ou  de  la 
dureté  de  leurs  mouvements. 

390.  Pour  donner  une  application  très-simple  de  ces 
résultats  * nous  supposerons  que  le  corps  flottant  est  uu 
paraliélipipède  rectangle  homogène,  dont  la  densité 
est  la  moitié  de  celle  du  fluide  , et  nous  considérerons 
seulement  les  positions  d’équilibre  dans  lesquelles  l’une 
des  arêtes  est  verticale,  le»  deux  autres  horizontales, 
et  le  plan  de  flottaison  passe  par  le  centre  du  corps. 
Il  s'agit  de  distinguer  dans  quels  cas  l’équilibre  sera 
stable  ou  non.  En  conservant  les  dénominations  précé- 
dentes , désignons  par  a , b , c les  demi-longueurs  des 
trois  arêtes  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  x , des 
y et  des  z , dans  l’état  naturel  d’équiljfere.  Le  volume 
de  fluide  déplacé  dans  cet  état  est  la  moitié  de  celui 
du  corp#  s donc 

Va — Ka.bc. 

Le  centre  de  gravité  du  corps  est  au  niveau  de  la  sur- 
face supérieure  du  fluide,  et  le  centre  de  gravité  du 

fluide  déplacé  est  à la  distance  ^ c au-dessous  de  cette 
surface  : donc  la  quantité  c des  formules  précédentes  , 
doit  être  remplacée  par c. 

A 

‘27 
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Nous.aurons  d’ailleurs 


fa-  M -<  ' * : c*  r*  a 

dx  I dy  y,=  -al>i  /?=  I dx.a?  I dy^-a'b. 

-a  J, -b  3 J -a  J -b  3 


Ainsi 


< >c'  , b'\ 

“s+sy 

rc+n=*ab(-£+£); 


d’où  l’on  conclut  que  l’équilibre  du  corps  ne  peut  être 
stable,  à moins  que  l’arête  verticale  ne  soit  moindre 
que  la  plus  petite  des  arêtes  horizontales  multipliée  par 

. . ' /§■ 

la  Fraction  V -,.U  ne  peut  y avoir  qu'une  seule  position 

d’équHibrO  stable.  ' t ' ,UJ‘1  ai1 

Quant  à la  durée  des  oscillations  qui  auront  lieu 
autour  de  cette  position,  on  remarquera  que,  d'après  le 
n°  296 . les  moments  d’inertie  du  corps.,  pris  par  rap- 
port aux  axes  des  x et  des  y qui  passent  par  le  centre 
dé  gravité,  seront  respectivement  r-  ■ ' 

*•*,*>•*«*  £ | ’ * ' **  1 # * \ 

A==  - paflécfù’.+c’),  ®=  „P  ab^a'+c1), 

o * O 

, J , *|t  I 4 * **  I.  . * « i-  »*t«  ll‘^  '»  . \‘t  >’•  • •* 

p désignant  toujours  la  densité  du  fluide,  qui  •est  sup- 
posée ici  double  de  celle  du  corps  flottant.  De  plus 

'..  , j,  n=4 ab.  |.:  ‘ -,  ••  -, 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  ex  pressions  précédentes, 
donneront , , j - . , . - • , i - 1 1 ^ ,**»  .*•  -, ô oL:ufl 

.\/i ; ••  V'-  ,\A 

■2  2 ’ 
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pour  les  durées  respectives  des  oscillations  très-petites 
qui  auront  lieu  dans  le  sens  vertical,  autour  de  l’axe 
horizontal  parallèle  à l’aréte  2 a et  autour  de  l’axe  hori- 
zontal parallèle  à l’arête  2 b.  On  voit  que  la  durée  des 
oscillations  verticales  est  égale  à celle  des  oscillations 
d un  pendule  simple  dont  la  longueur  est  c. 

1 

XXVII.  ÉQUILIBRE  d’une  COLONNE  ATMOSPHÉRIQUE.  NIVEL- 
LEMENT BAROMÉTRIQUE. 

. . ' ..  > //.  i • r >>  ..'i  ; •(.■..  •> . ,,  ! i; 

391.  Considérons  en  premier  lieu  un  fluide  élastique 
homogène  contenu  dans  un.  vase  et  soumis  à l’action 
de  la  gravité,  que  Top  regarde  comme  une  force  verticale 
constante:.  Adâmttons  de  plus  que  la  température  soit 
uniforme  dans  toute  l’étendue  du  fluide,  ce  qui  per*] 
mettra  d’écrire  comme  dans  le  n°  369 , conformément  à 
la  loi  de  Mariotté . ...  , 

V ' 11!  ' “Il 

^ désignant  la  pression  qui  a Heu  dans  un  point  quel- 
conque, p la  densité  d'n  fluide  en  ce  point , et  k un 
coefficient  constant.  Lé  résultat  énonéé  dans  le  numéro 
cité  donnera  la  loi  de  l’équilibre  du  fluide , en  remarquant 
que  s désignant  l’ordonnée  verticale  d’un  pOiht  quel-' 
conque  comptée  de  bas  en  haut  à partir  d’uh  plan  hori- 
zontal fixe,  on  a ici  JI  = — gz,  et  par  conséquent 

• " " . -Ç  V *.  A 

/>= A.e  * , ou  Zzx  log.  — 

; 1 ‘ g ' P 

À étant  une  constante  arbitraire.  Et  si  l’on  nomme  P la 1 
pression  qui  répond  au  point  dont  l’ordonnée  verticale 
est  Z , on  aura 
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» ^(Z— î)  L P 

p~ A.e*  .,  ou  z — Z=-  log. 

g P 

Cette  équation  donnant  pour  z une  valeur  infinie 
lorsqu’on  faitP=o,  on  voit  que  l’on  ne  peut  supposer 
qu’aucune  pression  n’est  exercée  sur  la  surface  supé* 
rieure  du  fluide,  sans  admettre  en  même  temps  que  la 
hauteur  de  la  colonne  de  fluide  est  infinie.  Mais  comme 
la  densité  devient  nulle  en  même  temps  que  la  pression, 
il  faut  seulement  entendre  par  ce  résultat  que  l’on  ne 
peut  spécifier  la  hauteur  à laquelle  se  termine  le  fluide. 

392.  Considérons  maintenant  plusieurs  gaz  ou  va- 
peurs soumis  à l’action  de  la  gravité  et  contenus  dans 
un  même  vase,  en  supposant  comme  ci-dessus  la  tem- 
pérature constante.  On  sait,  par  les  recherches  des  phy- 
siciens ; 1°  que  ces  fluides,  parvenus  à un  état  d’équilibre, 
se  trouveront  mélangés  complètement  de  manière  à for- 
mer un  corps  homogène;  2°  que,  dans  cet  état,  chaque 
fluide  supporte  une  partie  de  la  pression  totale  égale  à 
celle  qu’il  supporterait  s’il  remplissait  seul  le  même 
espace.  Soient,  pour  un  point  quélconqueTp„  p„  pJt  etc., 
les  densités  des  fluides  qui  forment  le  mélange  ; Pi,pt,pt, 
etc.,  les  parties  de  la  pression  qu’ils  supportent  respec- 
tivement. On  aura 

/>.=*, p. , P%=K°,;  P,=tf„  etc., 
etc.,  désignant  des  coefficients  constants  , et 
P=P,+Pi+P>+etc- 

La  densité  p du  mélange  sera  évidemment  la  somme 
p,-}-p, -)-p,-t-etc.  des  densités  de  chaque  gaz.  Donc  ici 
l’équation  p=Ap  devient  . ■ 


— 4a  i — 

d’où 

k_  *,P,+*.!vf  *éyf<=lc- 

p.+p.+Pi-Hte. 

Celle  expression  de  k doit  être  substituée  dans  la  for- 
mule du  n"  391  , qui  devient  ainsi 

. z _ ^.P.+^.+^i-H*6-  |OR  P 
(pi+p«4*pi~f*etc')ff  h p ’ 

quand  on  veut  l’appliquer  à un  mélange  de  plusieurs 
gaz.  ’ • ’ • 

H * . * 

393.  Nous  avons  supposé  qu’il  s’agissait  d’un  fluide 
contenu  dans  un  vase;  mais  si  l’on  voulait  considérer 
l’équilibre  d’un  fluide  occupant  un  grand  espace,  ou 
même  l’équilibre  de  l’atmosphère  terrestre  dans  toute 
son  étendue,  il  est  visible  par  les  n“  368  et  suivants  , 
que  les  résultats  précédents  pourraient  être  appliqués, 
en  supposant  la  direction  commune  de  la  gravité  et  des 
ordonnées  z perpendiculaire  à, la  surface  des  eaux  , qui 
est  nécessairement  ici  une  surface  de  niveau.  Ces  résul- 
tats donnent  l’expression  de  la  différence  de  niveau  de 
deux  points  quelconques  du  fluide  au  moyen  du  rapport 
des  pressions  qui  ont  lieu  respectivement  dans  ces  deux 
points.  Mais  comme  les  formules  précédentes  sont  fon- 
dées sur  l’hypothèse  d’une  température  constante,  et 
d’une  action  constante  exercée  par  la  gravité,  hypo- 
thèses qui  ne  s’accordent  point  avec  l’état  véritable  de 
l’atmosphère,  elles  ne  peuvent  être  employées  à la  mesure 
des  hauteurs  pàr  l’observation  du  baromètre. 

394.  Pour  établir  les  formules  dont  cette  mesure  exige 
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l’usage,  on  doit  reprendre  l’équation  différentielle  du 
n"  368  , dp=!g.dïl,  qui  devient  ici 

. . • - * a » » . 

dp——pg.dz- 

et  intégrer  celte  ■équation  en  ayantégard  aux  variations 
de  la  gravité,  de  la  température,  et  de  la  composition 
du  fluide  atmosphérique. 

L’intensité  de  la  gravité  varie  avec  la  latitude  et  avec 
la  hauteur  au-dessus  du  niveau  des  mers.  Nommant 

R le  rayon  moyen  de  la  terre  = 6366198“  ; 

L la  latitude  du  lieu  comptée  de  l’équateur  ; 
z>  la  hauteur  du  lieu  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ; 
g la  vitesse  imprimée  par  la  gravité  aux  corps  pe- 
sants à la  latitude  de  45"  et  au  niveau  de  la  mer  ; 
on  a généralement 

<RT7T(,-°’002837  cos-2L) 

pour  l’expression  de  la  vitesse  imprimée  par  cçtte  force. 

395.  Quant  à la  valeur  de  la  densité  p du  fluide  atmo- 
sphérique .nous  nommerons 

'sr  le  poids  du  mètre  cube  de  mercure  à la  tempéra- 
ture de  6°,  au  niveau  de  la  mer  et  à la  latitude 
moyenne  de  45°  ; 

ri  le  poids  du  mètre  cube  d’air  pur  dans  les  mêmes 
circonstances,  sous  une  pression  égale  à (0,76) 
pour  un  mètre  quarré; 

et  nous  rappellerons  que , d’après  les  lois  combinées  de 
Marîotte  et  de  Gay-Lussac,  le  poids  du  mètre  cube 
d’air  atmosphérique  deviendra,  dans  le  même  lieu,  sous 
la  température  t et  la  pression/;, 


». 


¥ 
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P 


«i'  * ” ■»  (0,76)  1+0, 00375./’ 

. hU»  H i»d  4ifl  *na .ahtt&fo 

Celte  expression  suffirait  si  le  fluide  atmosphérique 


pouvait  être  regardé  comme  formé  d’air  pur.  Mais  il  est 
nécessairé  d’avoir  égard  à la  vapeur  aqueuse  dont  il  est 
presque  toujours  mélangé. 

On  sait  qu’à  températures  et  à pressions  égales , la  pe- 
santeur spécifique  de  la  vapeur  aqueuse  est  les  0,624  de 
celle  de  l’air.  Considérons  donc  un  mélange  d’air  et  de 
vapeur  aqueuse  : soient  \>  la  température,/*  la^  pression 
supportée  parle  mélange,/*— -J  la  partie  de  cette  pression 
supportée  par  l’air,  et  f la  partie  supportée  par  la  vapeür 
aqueuse.  On  aura,  pour  le  poids  du  mètre. cube  de  l’air, 

..  •:  „ p-f ! .. 


(0,76)  1 + 0,00375.»' 

pour  le  poids  du  mètre  cube  de  la  vapeur  aqueuse 

/ 1 


0,624  fl 


r(0,76)  1+0,00375.»'’ 

et  pour  le  poids  du  mètre  cube  du  mélange 
h P — 0,376./*  1 • ' 


I • 


'(0,76)  ' ÏTÔ  .00375.P  , 


9 . 


ÇtjL 

i 


i*  ' * S- 

•r.ifc 


Si  ce  mélange  était  saturé  de  vapeur, ./serait  la  pression 
correspondante  à la  température  v dans  la  table  don- 
nant la  force  élastique  acquise  par  la  vapeur  aqueuse  au 
niaxiraum  de  densité  sous  diverses  températures. 

396.  La  formuleprécédente  exprime  le  poids  du  mètre 
cube  de  fluide  atmosphérique  considéré  comme  un  mé- 
lange d’air  et  de  vapeur  à la  latitude  de  45°  et  au  niveau 
de  la  mer.  Si  l’on  se  trouvait  dans  un  tel  lieu  l’on  devrait 
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mettre  cette  expression  à la  place  de  pg  dans  l’équation 
différentielle  écrite  au  commencement  du  n°  39V.  Mais 
comme  en  changeant  de  lieu  l’intensité  du  poids  dont  il 
s agit  variera  dans  la  même  proportion  que  l’action  de  la 
gravité,  on  doit,  conformément  au  n°  39V  , introduire  le 
facteur 

(rÎ/t)  d—0,002837. cos. 2L), 
et  écrire  (en  divisant  par  p ) 


Ibkh 


ap _ 


0,76.® 


(1— 0,002837.cos.2L) 


1 —0,376^ 


K'dz 


1 +0,00375. v (R+s/ 


Cette  équation  pourrait  être  immédiatement  inté- 

grée,  si  les  quantités  variables  et  v étaient  exprimées 

en . fonction  de  z.  Mais  comme  la  manière  dont  la  pro- 
portion- de  la  vapeur  aqueuse  et  la  température  varient 
avec  la  hauteur  z est  mal  connue,  et  que  les  relations 
de  ces  quantités  changent  d’ailleurs  avec  les  lieux  et  avec 
les  modifications  atmosphériques,  on  doit  se  borner  à 
prendre  des  termes  moyens. 

397.  Considérons  le  facteur  1 — 0,376^-  Si  l’on  pou- 
vait supposer  que  l’air  est  toujours  saturé  de  vapeur,  il 
résulte  de  la  loi  connpe  de  la  force  élastique  de  la  va- 
peur aqueuse  que  dans  l’intervalle  de  0°à  30°,  où  se  font 
communément  les  observations  barométriques , on  pour- 
rait regarder  sans  erreur  sensible  / comme  croissant 
proportionnellement  à v , et  écrire 

- 1 ‘ ■ . . > 
/='®-(00o,,05t2+0"’.(>00865.v).  . • 
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Dans  l’incertitude  où  l’on  se  trouve  à legard  de  la  vér»  ■ 
table  valeur  qu’il  convient  d’attribuer  à cette  quantité , 
on  prendra  la  moitié  de  la  valeur  qui  répond  au  point 
de  saturation , c’est-à-dire  que  l’on  supposera 

/^(O”, 00256+0“, 0004325.  o>. 

En  donnant  d’ailleurs  à p la  valeur  moyenne  w(0,n,ï6), 

nous  substituerons  donc  au  facteur  1—0,376  — la 

quantité 

1 o l7C0,0025i6'^0’0004325'1'— ^ °i0Q0'2U  *’• 
i— u,d70  0>76 

Mais  la  fraction 

1 —0,001 267—0,00021 4 i> 

1+0, 00375. e 

diffère  très-peu.,  en  négligeant  les  quantités  très-petites 
du  second  ordre , de 

* 1—0,001267 
1 +0,004.  v 

ainsi  l’on  peut  remplacer  l’équation  du  numéro  pré- 
cédent par  la  suivante 


dp__  Il  (1—0,001267)  ^ _o, 002837. coS.2L) 
p 0,76.  « ...  1 


R 'dz 


1+0, 004.  v (R+z)’- 


En  intégrant  nous  regarderons  la  température  v 
comme  constante  , et  nous  prendrons  pour  la  valeur  de 
cette  quantité  la  moyenne  des  températures  \y  qui 
auront  été  observées  aux  deux  points  dont  on  veut  con- 
naître la  différence  de  niveau.  Si  l’on  désigne  donc  par  Z 
et  z les  hauteurs  de  ces  deux  points  au-dessus  du  niveau 
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île  la  mer,  et  par  P et p les  pressions  correspondantes,  il 


viendra 


l0«>= 


P n (1—0,001267) 


0,76. 


(1— 0, 002837.  cos.2L) 


1 +0,002  (V+p)  z+Z 

• K 


en  pégligeant  les  ternies  qui  sont  divisés  par  le  quarré 
de  R.  Le  logarithme  du  premier  membre  est  un  logarithme 
népérien , et  on  doit  le  multiplier  par  M=2, 30258a  si 
on  le  prend  dans  les  tables  Ordinaires. 

398.  L’équation  précédente  donnera  la  différence  de 

niveau  z — Z en  fonction  du  rapport  — des  pressions  qui 

ont  lieu  respectivement  aux  deux  points  que  l’on  con- 
sidère. Il  reste  maintenant  à déduire  ce  rapport  de  l’ob- 
servation du  baromètre.  Désignons  par  H et  h les  hau- 
teurs du  baromètre  observées  dans  ces  deux  points,  par  U 
et  u les  températures  des  colonnes  de  mercure  ? qui 
fèrent  en  général  des  températures  de  l’air  désignées  ci- 
dessus  par  V et  Comme  le  mercure  se  dilate  dans 

1 intervalle  de  0°  à 100°  de  _ _ , le  poids  du  mètre  cube 

55,50  r 

de  mfercure  au  niveau  de  la  mer  sous  la  latitude  de  45° 
et  à la  température  u sera  , ou,  à fort  peu  près, 


1 + 


5550  - 

^ O- 55^ô)'  Le  méme  Poi(Js>  sous  la  latitude  L et  à 
la  distance  R+z  du  centre  de  la  terre  , devient 

Ml— 0,002837.cos.2L)(  I — \ — 5L_ 

\"  5550/  (R+af 
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Ainsi  , l’on  a 

/ u \ R1  * 

p = h.9{\  0,002837.cos.2L)  ^1  jjgjjg  J (R_^_  z)>  ’ 

/ U \ R’ 

P=H.®(1 — 0, 002837. ços.2L)  ï - 


et  par  conséquent,  en  développant  tes  fractions  et  né- 
gligeant les  quantités  très-petites  du  second  ordre  , 


P H/  B-Ù\  ✓ s— Z V 

p = IV+  'ïbbÔJ  \ *+  R / 


Cette  expression  doit  être  substituée  dans  l’équation 
précédente.  En  ellectuant  cette  substitution  , et  remar- 
quant que  x étant  un  très-petit  nombre  , le  logarithme 
népérien  de  1+x  est  à fort  peu  près  égal  à x , et  Je 
logarithme  tabulaires  0, 434295.x ; on  trouvera 


z—Z= 

Gif 


0.76.M.  ■» 


’ (1 — 0,001267)n 
[1+0,002(H-V)](  1+-^)[1o4‘+°*434295('^0  +2 


(l-|-0,002837.cos.2L) 

u— U _ z— Z 
R 


)}■ 


Le  logarithtne  du  second  membre  doit  être  pris  dans  les 


tables  ordinaires.  Le  facteur , où  M re- 
présente le  nombre  2,302585 , est  un  coefficient  constant 
dont  on  peut  déterrtiiner  la  valeur  d’après  le  rapport 
connu  des  poids  v,  n du  mercure  et  de  l’air  atmosphé- 
rique pris  h la  latitude  de  50°,  a la  température  0 , 
et  sûus  la  pression  de  0m,76.  D’après  les  expériences  de 

MM.  Biot  et  Arago , on  a — =10466,8 , ce  qui  donne 


pour  la  valeur  du  coefficient  dont  il  s agit 


« 


ï 
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0“,76.M. 


. =18338“, 8. 


. (1—0,001267)  Il 

La  valeur  du  même  coefficient  pouvait  être  aussi  déter- 
minée en  appliquante  formule  précédente  à des  obser- 
vations barométriques  faites  dans  des  lieux  dont  les 
différences  de  niveau  étaient  connues  par  d’autres 
procédés.  C’est  effectivement  de  cette  manière  qu’a- 
vant même,  1 évaluation  exacte  du  rapport  des  poids 
spécifiques  de  l’air  et  du  mercure  , les  observations  faites 
par  M.  Rnmond  dans  les  Pyrénées  avaient  donné,  pour 
la  valeur  du  coefficient  dont  il  s’agit,  le  nombre  18336”, 
qui  diffère  très-peu  du  précédent.  Nous  écrirons  donc 
simplement 

• * ' 

2 2=18336”  (1 -f-0, 002837. cos. 2L)  [1+0, 002(('-|-V)J 

399.  Nous  remarquerons  d’ailleurs  que  le  coefficient 
18336”  a été  déduit  d’un  autre  coefficient  18393”,  dé- 
terminé immédiatement  par  les  observations  de  M.  Ra- 
mond  , en  ayant  égard  au  décroissement  de  la  gravité 
dans  le  sens  vertical,  et  ramenant  au  niveau  de  la  mer 
le  résultat  obtenu  dans  les  lieux  plus  élevés  où  les  ob- 
servations avaient  été  faites.  La  substitution  du  nombre 
18393”  au  nombre  18336”  tiendrait  donc  compte  d’une 
manière  approchée,  pour  les  observations  dont  if  s’agit, 
des  termes  fort  petits  qui  ont  R au  dénominateur,  et 
qui  sont  introduits  par  la  considération  du  décroisse- 
ment de  la  pesanteur  dans  le  sens  vertical.  On  jugera 
d’après  cela  que  l’on  peut  supprimer  ces  ternies  et  "em- 
ployer utilement  la  formule  plus  simple 


— 4*9  — 

s— Z=  1 8393“  (I  +0 ,002837.cos.  -2L)  [1  +0,002(s'+V)  ] *' 
£log.  ~ +0,00007825(11— U)j. 

On  pourrait  même  réduire  à l’unité  le  facteur  qui  con- 
tient la  latitude  L : mais  il  vaut  mieux  se  servir  de  la 

table  ci-après  qui  contient  les  logarithmes  des  produits 
de  18393  par  les  valeurs  de  ce  facteur  correspondantes  à 
diverses  latitudes.  Plusieurs  personnes  ont  construit  des 
tables  très-étendues  destinées  à faciliter  le  calcul  des 
observations  barométriques  : mais  il  ne  parait  pas  que 
l'usage  de  ces  tables  offre  un  avantage  sur  l’application 
immédiate  de  l’équation  précédente,  en  employant  les 
tables  des  logarithmes  ordinaires. 


LATITUDES  COMPTÉES 

LOGARITHMES  DES  NOMBRES 

DE  é’ÉOUATEUR-L. 

1 8393  (1  +0,002837. COS. 2L). 

Degré*  sexagésimaux. 

O 

4,265  883o 

5 !.. 

8643 

îd 

8089 

i5 

•AO 

7184 

3o 

% 

35 

oc38 

4°  • 

4.264  8665 

45 

f.526 

5o 

4386 

55 

u3io 

6o 

o36i 

65 

4,i63  85gg 

7° 

• 7077 

Nous  joignons  l’exemple  suivant 
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Latitude  , i°45'.  Station  supérieure,  m—  — i°,6 
Station  inférieure,  V = a5,3 

a3-7 

47,4=a(u+V) 

h=  167,2  ’ 
H=337,79 

% 

~ 

u :=10*,0 

U =25,3 

— i5,3  = u — U. 

nuO'i  (ni) 

- ’ - - *■  — - • 

Log.  1.0474.  : . . 

Log.  337,79.  •••••■•••  à, 5u866o 

à'-ÿf  jf  )]( 

Différence o,3o54u4 

' 

0,00007825  ( — i5,3) ... . 0,001197 

rOTüU. 

0, 304^27  d<  nt  le  logarithme  est. 

1,483198 

Logarithme  de  la  hauteur  cherchée  (5877“,5).  . / . . 

. . . ; 

-U 

' 3-769I94 

Cet  exemple  présente  le  calcul  de  la  hauteurdu  Chim- 
boraço,  4’après  les  observations  de  M.  de  Humboldt, 
l’un  des  cas  où  les  termes  hégligés  pouvaient  devenir  les 
plus  sensibles.  Eu  conservant  ces  termes,  M.  Ramond 
trouve  5879", 2 au  lieu  de  5877m>5  : la  différence  de  ces 
deux  résultats  est  très-peu  importante,  eu  égard  à la 
gtandeur  de  la  hauteur  calculée. 

Nous  donnerpns  encore  le  calcnl  de  la  hauteur  du 
Guanaxualo , pris  pour  .exemple  dans  l’Annuaire  du 
bureau  des  longitudes.  , 


■ 

U&c&.cih.i*  , 

- 


e* 


. 4 


ictîm  •do.Hn/n'!  ■ (. 
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Latitude,  21».  Station  supérieure,  v = ai», 3 

h=6 00,95 

U— 

Station  inférieure , V=a5  ,3 

H=.-n63,l5 

•»  u= 

J » .l.#  . 

. 2(i’+V)=93 ,2  ..  • 

1 / !T 

Logarithme  du  coefficient  pour  26°  de  latitude.  ...  . . . . . . . 

Log.  i,og3a.  . . . . '. . 

Log.  763, i5:  \ . 7,3826099 

Log.  600,95  2,7988383 

Différence o,  103^716 

o,ooo78a5(— 4,0) — . . . . '.  o,ooo3i3o 

o,io34586  dont  le  logarithme  est.  . 
Logarithme  dé  la  hauteur  cherchée  (23 14“, 3). 


1 ,oa47655 


3,3890603 


400.  Les  lettres  h et  H représentent  dans  les  for- 
mules précédentes  les  indications,  lues  sur  l’instrument, 
des  hauteurs  des  colonnes  de  mercure  qui  font  équilibre 
à la  pression  atmosphérique  aux  stations  supérieure  et 
inférieure.  Cette  indication  est  modifiée  parla  dilatation 
des  corps  sur  lesquels  les  échelles  sont  gravées.  Soit  S la 
dilatation  linéaire  de  ces  corps  pour  un  degré  du  ther- 
momètre centigrade , en  sorte  que  la  longueur  1 à la  tem- 
pérature 0°  devienne  1-f-tfu  à la  température  u.  Les 
hauteurs  h et  H observées  respectivement  aux  tempéra- 
’ ' ' ’ * 7 ♦ h ' * ' H ’ * * 

tures  u et  U deviendraient  donc  — et  — , si  on 

1-j -*«  1-fJU 

les  observait  à la  température  0°.  Par  conséquent , pour 
avoir  égard  à la  modification  dont  il  s’agit  , on  doit 

écrire,  dans  la  formule  du  n°  398,  ? ou  à fort 

■ • • - ■ ' h t-j-dxJ  ' 

peu  de  chose  près  - [!-{-£(« — U)],  à la  place  de  - . 11 
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résulte  de  là  que  le  coefficient  de  u — U,  dans  les  n°*  398 
et  399  , doit  être  augmenté  du  produit  J par  le  nombre 
0,434295.  En  employant  les  résultats. connus  on  déter- 
minera donc  ce  coefficient  comme  il  suit  : 

La  dilatation  de  l’échelle  étant  sup- 
posée nulle.  0,00007825 

Échelles  sur  verre  et  sur  bois.  . . . 0,00008205 
Échelles  sué  cuivre.  . 0,00008641 

On  peut  former  d’avance  une  table  du  produit  de  ces 
coefficients  par  les  nombres  naturels  depuis  1 jusqu’à  O. 
De  cette  manière  le  calcul  des  hauteurs  par  la  formule 
du  n°  399  semble  aussi  promptque  l’on  puisse  le  désirer. 

401.  Les  observations  barométriques  et  l’usage  de  la 
formule  précédente  pour  la  détermination  des  différences 
de  niveau , exigent  une  grande  circonspection.  En  effet , 
cette  formule  est  fondée  sur  l’hypothèse  d’un  étatd’équi- 
libre  et  d’une  disposition  thermométrique  et  hygromé- 
trique qui  existent  rarement  dans  l’atmosphère.  L’ex- 
périence a fait  reconnaître  les  circonstances  favorables 
ou  contraires  aux  observations.  M.  Ramond  a établi  sur 
ce  sujet  les  règles  suivantes  : 

« 1°  On  peut  espérer  d’avoir  les  hauteurs  exactes . 
» quand*  on  observera  à midi , par  un  temps  calme  et 
» qui  n’incline  pas  trop  au  changement,  les  deuxba- 
■ romètres  se  trouvant  l’un  et  l’autre  sur  des  sommets 
» isolés , ou  le  baromètre  inférieur  étant  placé  dans 
» une  plaine  bien  ouverte , à une  distance  médiocre. 
» Dans  ce  dernier  cas  même,  il  vaudrait  mieux  que  la 
» distance  fut  plus  .grande,  que  d’avoir  le  baromètre 
» placé  au  pied  des  montagnes,  où  l’avantage  de  la 
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proximité  est  plus  que  balancé  par  l’action  perturba- 
trice des  vents  descendants.  Hors  de  ces  circonstances 
érainememnt  favorables,  les  erreurs  n’ont  point  de 
mesure  fixe  : elles  ne  peuvent  être  corrigées  que  par 
l’estime,  et  selon  le  degré  d’influence  que  l’expérience 
de  l'observateur  assignera  aux  causes  qui  doivent 
les  produire  ; V 

» 2°  On  estimera,  en  général,  les  hauteurs  trop 
faibles  : ' . 

» Quand  l’observation  se  fera  le  matin  ou  le  soir  ; 

» Quand  le  baromètre  inférieur  étant  dans  une  plaine, 
le  baromètre  supérieur  sera  dans  Une  vallée  étroite  et 
profonde  ; 

» Quand  les  vents  souffleront  fortement  de  la  région 
australe  ; 

» Quand  le  temps  sera  manifestement  orageux  ; 

» 3°  On  estimera  aucontraire  les  hauteurs  trop  fortes: 
» Quand  on  observera  entre  midi  et  deux  ou  trois 
heures,  surtout  l’été  et  quand  le  soleil  ne  sera  pas 
caché  par  des  nuages  ; ’•  ‘ 

» Quand  le.baromètre  supérieur  étant  au  sommet  des 
montagnes , le  baromètre  inférieur  sera  placé  dans 
une  gorge  étroite  et  fortement  dominée  -, 

» Quand  il  régnera  un  vent  fort  de  la  région  boréale, 
surtout  si  l’on  est  sur  une  montagne , et  s’il  en  frappe 
la  pente  la  plus  escarpée  ; 

» Enfin  on  sera  certain  que  les  erreurs  seront 
grandes  et  variables  dans  tous  les  sens  quand  les 
différences  de  niveau  seront  peu  considérables  , et  les 
deux  baromètres  placés  dans  la  même  plaine  ou  la 
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» même  vallée  , et  bien  plus  encore  lorsqu’ils  seront 
» placés  dans  deux  vallées  séparées  par  une  chaîne  de 
» montagnes.  Dans  ces  cas-ci  la  distance  horizontale  ne 
» saurait  être  trop  petite  , et  malgré  la  proximité,  on  ne 
» pourra  prendre  confiance  que  dans  les  moyennes  d’un 
» grand  nombre  d’observations.  » 

Les  causes  principales  d’erreur  sont  les  vents,  et 
I irrégularité  de  la  loi  du  décroissement  de  la  tempé- 
rature. Si  la  direction  du  mouvement  de  l’air  était  ho- 
rizontale, il  ne  paraît  pas  que  cé  mouvement  fît  varier 
la  hauteur  du  baromètre,  à moins  toutefois  que  la  cu- 
vette ne  fût  abritée  du  vent  par  un  obstacle  , dont  l’effet 
serait  de  diminuer  la  pression.  Mais  quand  la  direction 
du  vent  est  ascendante  ou  descendante , le  mercure  se 
tient  nécessairement  plus  bas  ou  plus  haut  qu’il  ne  le 
ferait  si  le  vent  n’avait  pas  lieu , abstraction  faite  des  ir- 
régularités provenant  de  la  manière  dont  la  cuvette  est 
exposée  au  vent , ou  en  est  abritée.  A l’égard  de  la  tem- 
pérature , les  erreurs  qui  proviennent  du  défaut  d’uni- 
formité de  son  décroissement  sont  peut-être  moins 
grandes  que  celles  qui  tiennent  à ce  que  l'observation 
du  thermomètre,  au  lieu  de  donner  la  véritable  tempé- 
rature de  la  couche  horizontale  d’air  dans  laquelle  on  se 
trouve,  ne  donne  qu’une  température  locale  produite 
en  grande  partie  par  le  rayonnement  du  terrain  et  des 
corps  environnants. 

Les  baromètres  à cuvette  dont  le  niveau  se  règle  au 
moyen  d’une  vis  de  pression-  qui  met  la  surface  du 
méfie ure  en  contact  avec  une  pointe  fixe , sont  générale- 
ment considérés  comme  les  meilleurs.  Il  est  important 
•de  bien  connaître  la  température  du  mercure.  Un  ther- 
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momètre  enchâssé  dans  la  monture  ne  sulht  pas  pour 
cela.  On  a proposé  une  autre  disposition  qui  con- 
sisté à avoir  un  second  tube  égal  à celui  du  baromètre  , 
fermé  et  rempli  de  mercure,  dans  lequel  le  thermo- 
mètre est  plongé.  Les  nivellements  exigent  absolu- 
ment le  concours  de  deux  observateurs  munis  chacun 
d’instruments  pareils  soigneusement  comparés.  Les 
observations  correspondantes  doivent  être  simulta- 
nées, et  faites  toujours  entre  onze  heures  et  une 
heure  après  midi.  On  sait  que  dans  les  baromètres,  la 
colonne  de  mercure , par 
l’effet  de  la  capillarité , est 
plus  courte  qu’elle  ne  de- 
vrait être.  La  quantité  de 
cette  dépression  est  relative 
au  diamètre  du  tube , et  on 
en  trouvera  la  valeur  dans 
la  table  ci-contre.  On  né- 
glige ordinairement  d’en  te- 
nir compte , parce  quelle 
affecte  également  les  deux 
instruments  quand  leurs 
tubes  sontd’égal  diamètres 
mais  comme  le  résultat 
dépend,  non  de  la  diffé- 
rence des  hauteurs  des  ba- 
romètres, mais  du  rapport 
de  ces  hauteurs , il  convient  d’y  avoir  égard , surtout 
quand  la  différence  de  niveau  est  peu  considérable.  Les 
baromètres  doiventêtre  placés  verticalement , à l’abri  du 
vent  et  du  soleil.  Le  thermomètre  pour  la  température 
de  l’air  doit  être  placé  au  dehors , h la  hauteur  de  l’œil. 


DIAMÈTRE  ' 

DÉPRESSION. 

DD  TUBE. 

Millimétrés 

Millimètres. 

2 

4,56o 

3 .< 

• 3.9oa 
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6. 
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9 
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o,35i 

la 
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i3 

o,ao5 

*4 
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i5 
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■ 6 
■7 

0,097 

0,0-5 

18 

0,059 

o,o43 

*9 

20 

o,o35 
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et  abrité  seulement  du, soleil  par  le  bâton  qui  le  sup- 
porte. (Voyez,  pour  de  plus  grands  détails,  les  Mémoires 
sur  la  formule  barométrique  de  M.  Ramond  , ot  {'In- 
struction pratique  qui  y est  jointe.) 

XXVIII.  Equations  générales  du  mouvement  d’un 

FLUIDE  SOLLICITÉ  PAR  DES  FORCES  QUELCONQUES. 

• • •*  , ' • , À 

402.  Nous  considérons  un  fluide  en  mouvement  dont 
les  parties  sont  sollicitées  par  des  forces  données,  et 
nous  désignons  par 

x,  y,  z les  coordonnées  d’un  point  quelconque  du 
fluide,  comptées  à partir  d’une  origine  fixe 
sur  trois  axes  rectangulaires;  , 

X,  Y,  Z les  vitesses  que  la  force  agissant  sur  la  molé- 
cule placée  ep  ce  point  imprimerait  à l’unité 
de  masse  dans  l’unité  de  temps , dans  le  sens 
des  x,  dès  y,  et  des  z-,  , 

u,  v,  w les  vitesses  de  cette  molécule  à la  fin  du  temps 
• t,  dans  le  sens  des  x,  des  y et  des  z ; 

p la  masse  de  l’unité  de  volume,  ou  la  densité 
du  fluide,  qui  a lieu  à la  fin  du  temps  t , au 
point  dont  lès  coordonnées  sont  x , y,  z-, 
p la  valeur  de  la  pression  sur  l’unité  de  surface, 
qui  a lieu  à la  fin  da  temps  t , dans  le  même 
point.  - • - 

•Les  quantités  u,  v,  w , p et  p doivent  être  regardées 
otnme  des  fonctions  variables  des  coordonnées  x,  y,  z 
et  du  temps  t.  Il  en  sera  de  même,  en  général,  des 
forces  représeptées  par  X,Y,  Z.  Cela  posé,  le  fluide 
étaDt  censé  se  mouvoir  de  manière  à former  coriîtam- 

t 
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ment  une  masse  continue , dont  les  parties  ne  se  sépa- 
rent, ni  des  autres  parties  , ni  des  parois  solides  contre 
lesquelles  le  fluide  peut  s’appuyer,  le  mouvement  est 
assujetti  à des  conditions  générales  dont  il  s’agit  de 
trouver  l’expression  analytique. 

Quant  aux  relations  qui  doivent  exister  entre  les  vi- 
tesses des  parties  du  fluide  et  les  forces  qui  les  sollici- 
tent, on  les  connaîtra  en  appliquant  le  principe  de 
d’Alembert  (Voyez  n°  257) , qui  convient  à un  système 
quelconque  d’éléments  matériels  ; c’est-à-dire  en  expri- 
mant qu’il  y a constamment  équilibre  entre  les  forces 
perdues  appliquées  à chacun  des  éléments  du  fluide. 
La  force  perdue  pour  la  molécule  située  dans  le  point 
du  fluide  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  est  ici  la 
force  capable  d’imprimer  à l’unité  de  masse , dans  le 
temps  dt , les  vitesses  Xdt — du,  Ydt — du,  T^dt — dw , 
dans  le  sens  desx,  des  .y  et  des  z.  Par  conséquent  on 
voit  d’après  le  n°  364,  que  la  condition  de  l’équilibre 
du  fluide  est  exprimée  par  l’équation 


/ Xdt — du  , 
dp=?  \ dt  dx~ 


ydt— du 

' dt 


dy-\- 


Zdt — dw 

T~~di 


dans  laquelle  le  second  membre  doit  être  une  différen- 
tielle  complète  des  variables  x ,y,  z ; en  sorte  que  1 on 
doit,  avoir  les  trois  équations  distinctes 


dp  Xdt — du 

dx  dt  • ’ 

, • .dp  Xdt — du 

dy  dx 

dp  7tdt — dw 

<fz  dt 


« 


■J 


•1 


j 


Dans  ces  équations , les  différentielles  du  , du , dw , 
représentent  respectivement  les  accroissements  que  su- 
bissent les  vitesses  u,u,-w  pendant  le  temps  infiniment 
petit  dt.  Or  ces  vitesses  varient  en  général  à mesure 
que  le  temps  s'écoule , soit  par  l’elfe t des  changements 
qui  peuvent  avoir  lieu  dans  le  point  où  la  molécule  du 
fluide  est  actuellement  placée,  soit  par  l’elfet  des  dé- 
placements que  cette  molécule  subit;  c’est-à-dire  par 
l’eflet  des  variations  que  subissent  les  coordonnées  xy 
y,  z considérées  comme  des  fonctions  du  temps  t.  On 
doit  donc  avoir,  par  exemple  , pour  l’expression  com- 
plète de  du  , 


, du  , , du  dx  , , du  dy  , , du  dz  , 
du=  — dt+  — — dt+r—  d-dt+-~  — dt  ; 
dt  dx  dt  dy  dt  dz  dt  T 


Ou,  puisque 


dx dy 


dx 

dt 

du 

Ht 


dz 


dt  dt~W\ 


— du  du  ,,  du  . 

du~  ~t  dt+  Tx  Udt+  dy  Vdt+  Hz™4*' 


La  même  remarque  s'applique  aux  vitesses  u et  w. 
Ainsi  l’on  doit  donner,  dans  leséqùations  précédentes, 
aux  différentielles  du,  dv,  d\v , les  valeur^ 


du  = 1 


/ du  , du 


, f du  , du  , du  , du  \ , 


\dl  dx  U~^~  dy 
/ dvu  dvu  dw 

=\dï  + d^u+dÿ 


et  par  conséquent  ces  équations  deviendront 
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dy 
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du 

du 

du 

du 

L dt  ~ 

dx  U 

dy  " 

dz 

. dv 

dv 

dv 

dv 

— , 

dt 

dx  U 

dy 

dz 

, dw 

dw 

dw 

dw 

~~dt~ 

“ d x^ 

dy  dz 

(1) 


)l 


Elles  conviennent  à tous  les  points  du  fluide , et  doivent 
être  satisfaites  par  les  expressions  de  u , v,  w et  p en  t , 
x,y,  z qui  exprimeront  l’état  de  mouvement  de  ce  corps. 

403.  Quant  à la  condition  nécessaire  pour  que  le 
fluide  forme  une  masse  continue,  concevons  l’élément 
rectangulaire  de  volume  dont  les  trois  dimensions  sont 
dx,dy,dz.  La  masse  du  fluide  contenu  dans  cet  élément, 
à la  fin  du  temps  t,  est  p. dxdydz,  et  à la  fin  du  temps  dt 

elle  est  devenue  dt^  dxdydz.  Or,  on  exprimera 

qu’il  n’y  a aucune  solution  de  continuité  dans  le  fluide, 

, ‘ , do 

si  l’on  écrit  que  l’accroissement  dt. dxdydz  éprouvé 

par  cette  masse,  dans  le  temps  dt,  est  égal  à la  masse  du 
fluide  qui  est  entré  pendant  le  même  temps,  dans  l’élé- 
ment de  volume  dont  il  s’agit,  par  les  trois  faces  les  plus 
voisines  de  l’origine  des  coordonnées  ; moinscelle  qui  eu 
est  sortie  par  les  trois  faces  opposées.  La  masse  du  fluide 
qui  entre  parles  trois  premières  faces  dans  le  temps  dt  est 
, dydz.oudt-\-dxdz.pvdt-\~dx.dy.owdt  ; 

celle  qui  Sort  par  les  trois  faces  opposées  dans  le  même 
temps  est 

' dydzÇ  fjit+  dx^ dt+dxdz  v 4-  dy  ^ dt 

■ +dxdz^p\y  + ~^fj~dz^  dt. 


•V 


4 - 


ninitÎ7(vi  hv  Oorw 


On  a donc,  pour  l’excès  dé  la  première  sur  la  seconde, 

, , , / dj.u  , d.ùv  ' d.pw\ 

et  en  égalant  cette  quantité  à l’accroissement 

do  ' 

dt.dxdydz  , 

on  obtiendra , après  la  suppression  des  facteurs  com- 
muns, pour  lequation  appelée  par  quelques  géomètres 
équation  de  continuité , . : 


dp  d.pu  d.pv  d.pw 

dt  ~r  djc  dy  ^ dz 


(2) 


Cette  équation  doit  aussi  être  satisfaite  pour  tous  les 
points  de  l’espace  occupé  par  le  fluide  , par  les  expres- 
sions de  u , . v , w et  p en  fonction  de  t , x,  y,  z . 

404.  Les  équations  (1)  et  (2) , conviennent  à tous  les 
cas  du  mouvement  dp  fluide.  On  ajoutera  seulement 
les  remarques  suivantes.  ’ ’ 

1°  Lorsqu’il  s’agit  d’un  fluide  incompressible  et  ho- 
mogène, p est  constante,  et  par  conséquent  l’équation 
(2)  se  réduit  à 

du  . dv  , dw  . 

=0,.. (3) 


ri4-_ _L 


dz 


qui  exprime  que  le  volume  d’une  partie  quelconque  du 
fluide  ne  varie  point  lorsque  cette  partie  se  déplace. 

2*  Lorsqu’il  s’agit  d’un  fluide  incompressible  et  non 
homogène , l’équation  (2)  se  partage  nécessairement 
dans  les  deux  suivantes 
du 


,dv  dw 

dx  dy  dz  ' ’ 

ÿ +„  A +,*i +„,*=«, 

dt  ‘ dx  dy  dz 


(4) 


dy 

qui  doivent  subsister  séparément. 


T 
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3"  Enfin , lorsqu’il  s’agit  d’un  fluide  élastique , on  a , 
dans  l’hypothèse  d’une  température  uniforme  et  con- 
stante , 

p=kP, 

k désignant  comme  dans  le  n°  369  un  coefficient  con- 

O 

stant. 

Les  équations  précédentes  suffiront  toujours,  l’état 
initial  étant  donné,  et  le  fluide  étant  regardé  comme 
un  corps  ayant  une  étendue  indéfinie  dans  tous  les  sens, 
pour  déterminer  les  quantités  inconnues  u,  v,  w,  p et 
p en  fonction  de  x,y,  z et  ï,  et  pour  faire  connaître 
la  nature  du  mouvement. 

405.  Mais  si  le  fluide  n’occupe  qu’un  espace  limité, 
et  s’appuie  constamment  contre  une  paroi  solide,  il 
est  visible  que  les  molécules  contiguës  à celte  paroi  sont 
immobiles,  ou  se  meuvent  dans  le  plan  tangent  à la 
surface.  Soit  généralement 

Pf=0,  ; 


l’équation  de  la  surface  de  la  paroi  solide  dont  il  s’agit, 
F étant  une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z.  La 
condition  qui  vient  d’étre  énoncée,  sera  exprimée  par 
l’équation 

• dF  . dF  dF  ■ i\\ 

dx  dy  dz 


à laquelle  doivent  satisfaire  les  expressions  de  m,  v,  w 
lorsqu’on  donnera  à x,  y,  z,  les  valeurs  qui  satisfont 
à l’équation  F=0,  c’est-à-dire  les  valeurs  qui  appar- 
tiennent à la  surface  du  fluide  contiguë  à la  paroi 
solide. 


V06.  Si.  le  fluide  s’appuie  contré  une  paroi  mobile 


■ v 

À 
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dont  l’équation  soit  toujours  exprimée  par  F=0,  F 
désignant  maintenant  une  fonction  dex,^,  z et  t,  on 
aura , en  diflérentiant  cette  équation  par  rapport  à 
toutes  les  variables  qu’elle  contient , 


dF  dF  dF  dF 


Or , on  exprimera  évidemment  la  condition  qu’une  mo- 
lécule de  fluide  placée  à la  surface  se  meut  sans  quitter 
cette  surface , en  donnant  dans  cette  équation , aux  dif- 
férentielles dx,  dj,  dz , les,  valeurs  udt , udt,  wdt,  ce 
qui  la  change.en 


dF  , dF  . dF  , dF 
— 4-  -r-  U+  — j—  U-f-  -y  W=0. 
dt  dx  dy  dz 


(6) 


Cette  dernière  équation  doit  donc  être  satisfaite , dans 
le  cas  dont  il  s’agit , par  les  valeurs  des  coordonnées  ap- 
partenant à la  surface  du  fluide. 

Ü07.  Si  l’on  considère  un  fluide  incompressible,  et 
qu’il  ait  une  surface  libre  -sur  tous  les  points  de  la- 
quelle s’exerce  une  préssion  uniforme  et  constante, 
on  aura  dans  toute  l’étendue  de  cette  surface, 

P — P = 0, 


P désignant  celte  pression  constante.  Donc,  conformé- 
ment à ce  qui  vient  d’être  dit,  on  exprimera  que  les 
molécules  placées  à la  surface  libre  du  fluide  se  meuvent 
sans  la  quitter,  en  posant  l’équation 


, 4 

dt  dx 


“+$  '+. 


dp 

dz 


w=©-,,, 


(7) 


qui  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  des  coordonnées 
appartenant  a la  surface  libre  dont  il  s’agit. 
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408.'  Jusqu’ici  nous  avons  regardé  x,  y , z comme 
représentant  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de 
l’espace  occupé  par  le  fluide,  comptées  d’une  origine 
fixe.  Ces  quantités  sont  alors  des  variables  indépen- 
dantes. Mais  l’on  peut  aussi  concevoir  que  x,  y,  z re- 
présentent , à la  fin  du  temps  t,  les  coordonnées  d’une 
molécule  déterminée  du  fluide  ; et  alors  on  aura  les 
relations  % ’ . ■ 

dx=udl  , dy—vdl , dz—  wdt. 


Cette  nouvelle  signification  attribuée  h x,  y,  z ne 
change  rien  aux  équations  établies  dans  les  n®‘  402  et 
suivants , mais  alors  ces  variables  ne  seront  plus  regar- 
dées comme  indépendantes  ; elles  deviendront  des  fonc- 
tions de  t,  qui  sera  maintenant  la  seule  variable  indé- 
pendante. Et  lorsqu’on  aura  déterminé  les  expressions 
de  u,v,w,p  et  p &nx,  y,  z,  t,  qui  satisfont  aux  équations 
des  numéros  402  et  suivants , on  trouvera  les  valeurs  • 
de  x,  y,  z en  t,  en  intégrant  les  équations  différen- 
tielles précédentes,  dont  on  déduit 


: = .rv-f  J" udt ,y=ya- J-  j*«&,  z = z„-j-  j" wdt 


(8) 


pour  l’expression  des  coordonnées  qui  appartiennent,  à 
la  fin  du  temps  t,  à la  molécule  du  fluide,  dont  les  coor- 
données initiales  sont  x„,  yQ , zo. 

L’élimination  de  t entre  les  trois  équations  (8)  don- 
nera d’ailleurs  deux  équations  distinctes  entre  les  va- 
riables x,  y,  z ; elles  appartiendront  à la  courbe  décrite 
par  la  molécule  dont  les  coordonnées  étaient  x0,  y0,  z 
quand  on  a commencé  à compter  le  temps.  On  voit 


' ' 3 
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donc  que  toutes  les  courbes  décrites  par  les  molécules 
du  fluide  seront  exprimées  par  deux  équations  qui  ne 
pourront  dillérer  d’une  molécule  à une  autre  que  par 
les  valeurs  des  constantes  x0 , y0,  z0  représentant  les 
coordonnées  du  premier  point  de  chaque  courbe-  Il  n’est 
pas  inutile  d’ajouter  que  si  l’on  considère  une  molécule 
qui  se  trouvait  sur  la  surface  du  fluide  à l'instant  où  l’on 
commence  à compter  le  temps,  cette  molécule  devant, 
d’après  le  n°  405,  se  mouvoir  constamment  dans  le  sens 
de  la  surface , il  est  nécessaire  que  les  équations  dont 
il  s’agit , qui  expriment  le  système  des  courbes  décrites 
par  les  molécules,  soient  telles  qu’en  prenant  dans  ces 
équations,  pour  les  constantes  20,  les  coordonnées 

d’un  point  quelconque  de  la  surface  à l’origine  du  mou- 
vement , les  équations  particulières  qui  en  résulteront 
s’accordent  avec  les  équations  (5)  ou  (6)  des  n0‘  405  et  406, 
s’il  s’agit  d’une  partie  de  la  surface  appuyée  contre  une 
. paroi  solide  ; ou  avec  l’équation  (7)  du  n°  407,  s’il  s’agit 
de  la  surface  libre  d’un  fluide  incompressible. 


Cas  où  la  fonction  udxfvdyfwdz  est  une  différen- 
tielle complète  d’une  fonction  de  x,  y,  z. 

409.  Si  l’on  admet  que  la  fonction  udx-\-vdy-\-wdx 
est  la  différentielle  complète,  prise  par  rapport  à x,  y 
et  2,  d’une  certaine  fonction  y de  ces  trois  variables 
( qui  doit  aussi  en  général  contenir  le  temps  t),  on  aura 

do  do  do 

U=di'  V~dy’  W~7h' 

et 

dy—udx-\-vdy-\-yvdz , 

en  représentant  par  d<t  la  différentielle  de  la  fonction  ? 
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prise  en  faisant  varier  seulement  x,y,  z.  Mais,  en  ajou- 
tant les  trois  équations  du  n°  402  , après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  dx , dy,  dz,  on  trouvera 

du 


i±dx 
p dx 

, t dp 

+ - -f  dy 

P dy 
, 1 dp 
+ p dz  dZ 


w—dx  ) 
dz 


du  du  du 

jLdx — dx — u — dx — v —r-  dx 

dt  dx  dy 

, dv  d\>  dv  dt> 

= dy-Ud-Xdy-Vdydy-W-dzdy 

Zdz—~dz 
dt 


dw  dw  , dw  , . 

u —dz — v——dz — w-r-dz  i 
dx  dy  dz 


équation  qui  peut  secriré 
dp 


ou  bien 


-dd4- 

dt 


=)Ldx^\-Ydy-\-dz 

, dy  dy  dy  dy  d'y 

dx  dx  dy  ’ dy  dz  ' dz  ’ 


P 

dy 


^ =YLdx+Ydy+7.dz 


-4-H(â+©+(jiy]' 

en  comprenant  toujours  que  les  différentielles  marquées 
par  le  signe  d sont  prises  en  faisant  varier  z seules. 

410.  L’équation  précédente  peut  être  immédiatement 
intégrée,  lorsque  la  relation  dep  et  p est  connue.  Ainsi, 
pour  un  fluide  incompressible  et  homogène,  la  densité 
p étant  constante,  les  équations  (1)  et  (3)  sont  remplacées 
par  les  suivantes  : 

^ =const.  -f-  | Ç&.dx-\-Ydy-\-Zdz] 


dy  ^ [Y  ^?\2 1 / dy \* 


(n\ 
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Elles  suffiront,  l’état  initial  étant  connu,  pour  déterminer 
le  mouvement  du  fluide,  lorsque  ce  fluide  aura  une  éten- 
due indéfinie  dans  tous  les  sens.  Quand  on  aura  déter^ 
miné  au  moyen  de  ces  équations  les  expressions  des 
fonctions  y et  p en  x,  y,  z et  t,  on  aura  les  vitesses 
des  molécules  du  fluide  au  moyen  des  équations 


Si  l’étendue  du  fluide  est  limitée,  la  fonction  y devra 
satisfaire  , pour  les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z qui 
appartiendront  à la  surface,  aux  équations  déterminées 
(5),  (6)  et  <7);  en  sorte  que  l’on  devra  avoir  pour  tous  les 
points  d’une  paroi  solide  fixe, 

ffü  ^ + — ^=0, {b) 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 


pour  tous  les  points  d’une  paroi  solide  mobile 

rfF  dF  dy  dF  dy  dF  dy_ 

de  dx  dx  dy  dy  dz  dz  ' 


F=0  étant  l'équation  de  la  surface  de  cette  paroi  ; et 


enfin 

dp  dp  dy_  dp^  d?  dp  d? 

Ht  dx  dx  dy  dy  ‘ dz  dz 


{d) 


pour  les  points  de  la  surface  libre  soumise  à une  pression 
normale  uniforme  et  constante. 


411.  Dans  le  cas  d’un  fluide  élastique , la  tempéra- 
ture étant  supposée  uniforme  et  constante,  (hypothèse 
qui  ne  s’accorde  point  avec  1 état  naturel  de  ces  fluides, 
lorsque  le  mouvement  donne  lieu  à des  changements 
sensibles  dans  la  densité  des  parties),  on  a p—kp , en 
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désignant  par  k un  coefficient  constant.  Les  équations 
indéfinies  exprimant  les  conditions  du  mouvement  du 
fluide  sont  donc 


«.=»  i - ![(£)+ (|) + (*)*} 

> dp  d / dv\  d / dv\  d / do\ 

IrVdA*  z(ræ)=o. 


et  si  le  fluide  est  contenu  dans  une  paroi  solide,  la  fonc- 
tion ÿ devra  satisfaire,  pour  les  valeurs  a?,  y,  z apparte- 
nant à cette  paroi,  aux  équations  déterminées  ( b ) ou 
(c)  du  numéro  précédent. 

412.  Les  équations  précédentes  paraissant  plus  faciles 
à traiter  que  celles  qui  ont  été  données  dans  les  n0'  402 
et  suivants,  il  importait  de  distinguer  les  cas  particu- 
liers où  le  mouvement  du  fluide  est  tel,  que  l’on  peut 
supposer  d’avance  les  vitesses  u,  v,  w respective- 
ment données  par  les  coefficients  différentiels  partiels 
relatifs  a x,  y,  z d’une  fonction  ç de  x,  y,  z et  t. 
Lagrange  a montré  que  la  proposition  énoncée  subsis- 
tait à toutes  les  époques  du  mouvement  si  elle  avait  lieu 
dans  un  seul  instant,  pourvu  toutefois  que  la  fonction 
'üdx-\-Ydy-\-rLdz  fut  elle-même  une  différentielle  com- 
plète de  x,  y,  z.  Il  en  résulte  que  cette  proposition  peut 
toujours  être  admise  lorsque , dans  l’état  initial,  les 
molécules  du  fluide  n’ont  aucune  vitesse.  On  reconnaît 
également  que  les  équations  des  n®’  410  et  411  peuvent 
être  employées  dans  tous  les  cas  où  les  mouvements 
du  fluide  consistent  dans  des  oscillations  ou  vibrations, 
et  où  l’on  suppose  les  vitesses  et  les  déplacements  des 
molécules  assez  petits  pour  qu’il  soit  permis  d’en  négli- 
ger les  puissances  supérieures  et  les  produits. 
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XXIX.  Mouvement  d’un  fluide  pesant  dans  un  vase. 

HYPOTHÈSE  DU  PARALLÉLISME  DES  TRANCHES. 


413.  Considérons  une  portion  de  fluide  sollicitée  par 
la  gravité,  et  contenue  dans  un  tuyau  de  figure  quel- 
conque, mais  dont  les  dimensions  transversales  sont 
supposées  extrêmement  petites.  En  appliquant  au 
mouvement  de  ce  fluide  les  résultats  exposés  dans  l’ar- 
ticle précédent,  dont  nous  conservons  les  dénominations, 
on  voit,  en  premier  lieu,  que  les  ordonnées  z étant 
supposées  verticales  et  comptées  de  haut  en  bas , on 
a ici  X=0,  Y=0,  Z =g.  Ainsi,  la  fonction  Xdx+Ydy 
+7;dz,  dans  l’équation  du  n°  409  , se  réduit  à gdz- 
En  second  lieu  , la  grosseur  du  tuyau  étant  supposée 
très-petite,  on  peut  négliger  les  vitesses  des  molé- 
cules du  fluide , dans  le  sens  perpendiculaire  à l’axe 
du  tuyau,  par  rapport  aux  vitesses  des  mêmes  molé- 
cules dans  le  sens  de  cet  axe , et  regarder  toutes 
les  molécules  appartenant  à une  section  quelconque 
faite  perpendiculairement  à l'axe  du  tuyau , comme 
ayant  le  même  mouvement  que  celle  de  ces  molé- 
cules qui  est  placée  dans  l’axe  même.  Soit  d’ailleurs 
m une  section  transversale  quelconque  du  tuyau  j dési- 
gnonspar  x,  y,  z les  coordonnées  du  point  de  l’axe  où 
cette  section  est  placée , et  par  s la  longueur  de  l’axe 
comptée  jusqu’à  ce  point  d’une  origine  fixe  quelconque  : 


la  vitesse  de  la  molécule  placée  dans  l’axe  étant  — , 

di 


et  la  fonction  d<f=udx+vdy+\vdz  se  réduisant  à — ds, 

di 

on  attribuera  donc  la  même  valeur  à cette  fonction  pour 
toutes  les  molécules  placées  dans  la  section  m.  Nous  écri- 


Digitized  by  Googl 


- 449 


ds 


rons  , pour  abréger , u à la  place  de  — , en  sorte  que  u 

~ . dt  . /J» 

désignera  maintenant  la  vitesse  du  fluide  dans  le  sens 
de  l’axe  du  tüyau , et  que  nous  aurons  d<?  = uds : Ainsi , 
1 équation  du  n°  409,  qui,  étant  appliquée  aux  molé- 
cules placées  dans  l’axe  du  tuyau  , devient 


dp  , du  , 1 „ 

— — gdz — — ds — d.u1,. 
p dt  2.  ’ 


(A) 


sera  regardée  comme  subsistant  pour  toutes  lçs  mo- 
lécules placées  dans  une  section  quelconque  faite  per- 
pendiculairement à,  cet  axe.  Les  différentielles  àz,  dp, 
d,u’  sont  prises  en  faisant  varier  s seule. 

' 414.  A l’égard  de  l’équation  qui  exprimera  la  con- 
tinuité du  fluide,  il  convient  de  revenir  au  principe 
employé  dans  le  n°  403.  Soit  donc  « l’aire  très-petite 
de  la  section  faite  dans  le  tuyau  au  point  m , et  consi- 
sidérons  l’élément  du  tuyau  placé  à la  suite  de  cette 
section  dont,  l’épaisseur  est  ds.  La  masse  du  fluide 
contenu  dans  cet  élément  à la  fin  du  temps  t est  Pvds^ 

et  à la  fin  du  temps  t-\-df  . elle  est  dt^uds.  Mais, 

« / ' * 

d'après  les  hypothèses  admises  ci-dessus , il  est  entré 

dans  cet  élément , pendant  le  temps  dt , par  une  de  ses 
faces  , la  masse  de  fluide  exprimée  par  p uudt , et  il  en 
èst  sorti  par' la  face  opposée,  une  masse  exprimée  par 

^ ds ^ dt.  ïïonc'on  a pour  l’équation  dé  con- 
tinuité cherchée  , la  relation 


dj>  d.n&m 


O (B) 


— 45o  — 

415.  Les  suppositions  d’après  lesquelles  on  a obtenu 
l’équation  (A)  du  n”  413,  reviennent  à considérer  le 
fluide  comme  étant  partagé  en  tranches  infiniment 
minces  par  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  du  tuyau, 
en  admettant  que  les  molécules  contenues  dans  chaque 
tranche  ont  une  vitesse  commune  dans  le  sens  de  cet 
axe.  Concevons  en  effet  un  tel  système,  et  proposons- 
nous  de  trouver  directement  les  conditions  du  mouve- 
ment d’une  tranche  quelconque.  La  masse  de  la  tranche 
m est  p.uds  ; 'son  poids  est  pg-uds,  produisant  dans  le 

**  dz 

sens  de  l’axe  du  tuyau  un  effort  ;.g.u>ds.  — ou  çg.vdz. 

, 

De  plus,  la  face  supérieure  de  la  tranche  supporte  la 
pression  po> , tandis  que  la  face  inférieure  supporte  en 
sens  contraire  la  pression  (p-\-dp)  ; et  comme  la 

pression  pu  sur  la  face  supérieure  est  détruite  d’après  la 
propriété  exposée  dans  les  n°*  361  et  suivants,  par  la 
partie  />.(«  de  la  pression  exercée  sur  la  surface 

inférieure  de  la  tranche , cette  tranche  est  seulement 
soHicitéeen  sens  contraire  de  son  mouvement,  en  vertu 
de  la  différence  des  pressions  exercées  sur  ses  deux 
faces,  par  l’effort  dp.a>.  L’équation  du  mouvement  de 
la  tranche  est  donc  • V . ., 

• , / du  du  ds\  ■ ■ . • 

. • ds  dt  ) •*  * " 

ce  qui  revient  à l’équation  (A),  en  divisant  par  pu,  et 

, . ..  ds  - ’ 

faisant  attention  que  —=u. 

7 dt  . . . 

Quoique  les.  suppositions  dont  il  s’agit,  qui  sont 
connues  sous  le  nom  à’ hypothèse  du  parallèlisme  des 
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tranches,  ue  conviennent  véritablement  qu’au  cas  où 
le  fluide  coule  dans  un  tuyau  dont  la  section  est  très- 
petite,  et  ne  change  pas  brusquement  de  grandeur,  on 
les  a néanmoins  appliquées  à des  cas  plus  étendus. 
Mais  les  résultats  auxquels  elles  conduisent  ne  peuvent 
être  regardés  comme  étant  généralement  conformes  aux 
ellorts  naturels,  et  ne  doivent  pas  être  admis  sans  res- 
triction. - ' * 


Mouvement  d’un  fluide  incompressible  et  pesant,  dans 
. un  tuyau  dont  les  sections  transversales  sont  très-, 
petites. 

4-16.  Considérons  , comme  dans  le  n°  413,  une  por-  . 
tion  dé  fluide  AR(fîg.  42)  sollicitée  par  la  gravité,  et 
coulant  dans  un  tuyau.  En  supposant  le  fluide  incom- 
pressible , la  densité  & sera  constante , et  l’équation  (B) 
du  n»  414  , se  réduira  à 


(l.vu 


ce  qui  indique  qu’à  un  instant  quelconque  la  vitesse  du 
fluide  est,  dans  toute  l’étendue  du  tuyau,  en  raison  in- 
verse de  l’aire  de  la  section.  On  en  conclut  qu’il  suflit 
de  déterminer  la  valeur  de  la  vitesse  dans  une  section 
donnée  pour  connaître  le  mouvement  du  fluide.  Soit 
donc  U la  valeur  de  là  vitesse  qui  aurait  lieu  à la  fin  du 
temps  t dans  la  section  dont  l’aire  serait  fl,  on  aura  par 
l’équation  précédente , 


6) 


d’où  l’on  tire 


du 

~dt 


oi  dt 


Cès  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation  (A)  du 
n*  413  la  changent  en  . 


45  a — 

dp  . rfU  ds 
— — il 


du  ds  i yo’U'x 

■**-“*  z— H.— )'• 


• p dt 

et  en  intégrant  par  rapport  h la  variable  's  , il  vient 


■ : du  Cds  P uJua 

ps=const.-\-pgz  pft  -J  ---  — 


(D) 


417.  Cela  posé,  il  est  nécessaire  de  distinguer  divers 
cas.  Le  premier  est  celui  où  une  portion  de  fluide  coule 
dans  ujn  tuyau  d’une  longueur  indéfinie, dont  elle  occupe 
successivement  diverses  parties.  Nous  désignerons  à la 
‘fin  du  temps  t par 

Ô,  (y  les  aires  des  sections  extrêmes  A , B ; 

z la  différence  de  niveau  des  centres  des  sections 
A et  m ; 

ç la  diflérencc  de  niveau  des  centres  ides  sections 
A et  B ; • . ' . ... 

S,  S'  les  longueurs  de  l’axe  du  tuyau  comptées  d’une 
origine  fixe  jusqu’à  la  section  supérieure  A du 
fluide , et  j usqua  la  section  inférieure  B ; 

. Cds 

fti  la  valeur  de  l’intégrale  I , prise  dans  l’inter- 
valle An*  ; r 1 

M la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  dans  l’inter- 
valle AB - ' * • ' . • 

P,  P’  les  pressions  (que  l’on  supposera  constantes  par 
rapport  au  temps) , exercées  extérieurement  sur 
les  sections  extrêmes  A et  B. 

L’équation  (D)  du  numéro  précédent  donnera  pour 
la- sectioü  supérieure  A , 

• — / a’Ü* 

* . P ; 
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cl  par  conséquent  l’on  aura  pour  une  section  quelconque 

dU  UVnJ 


„ . dU  U yti  n*\ 

r=r+ts*-t'™  s - -a(ÿ-v)' 


<E) 


En  appliquant  cette  dernière  équation  à la  section  in- 
férieure B , il  viendra  - • 

*=*+**-**  " - $) v<F> 

, ’ * dJH  •-,,«<  «* 

• En  remarquant  d’ailleurs  que  la  vitesse  à la  section 

. • i}  -,  . - , jyït , nfo*’  \ • » * ^ 

supérieure  A est  exprimée  par  — , on  a,  d’après  l’é- 


. • _ dS  nU 

quation  (C),-j-  = — , ou 
• . clt  U 

■ 0dS=nUdj. 


(G) 


Pans  les  équations  (F)  et  (G) , les  quantités  O,  O1, 

£ et  M sontdonnées  en  fonction  de  S,  lorsqu’on  Connaît 
lafiguredu  tuyau  et  le  volume  du  fluide.  Ces  équations 
détermineront  donc  en  fonction  de  t les  variables  S et 
U,  ce  qui  fera  connaître  le  mouvement  du  fluide.  En 

éliminant  ^ , entre  les  équations  (E)  et  (F) , on  a 
■at 

„ „ ™ , m pU’rn’  ft’  /n?  n‘\»»  i 

P—l+!‘Sz—(V—p  ^0  — xL  «’ — Ô’ -\<ÿ’ — O’  j ’ ■ • (l 

pour  la  valeur  de  la  pression  dans  la  section  quelconque 
rn  du  tuyau:  ' * _.  * . 

4.18.  Le  second  cas  est  celui  où  le  fluide  s’écoulerait 
par  l’extrémité  inférieure  du  tuyau  , S laquelle  la  sec-  • 
tion  extrême  B se  trouverait  placée , tandis  que  la  sec- 
tion supérieure  A s’abaisserait  progressivement.  Les 
équations  (F),  (G),  (H) -du  numéro  précédent,  convien- 
nent à ce  cas , et  serviront  à déterminer  le  mouvement 


v |y 

i:  wi 


* 
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du  fluide  et  la  pression  , en  y regardant  O'  et  l’intégrale 
M comme  constantes. 

419.  Dans  le  troisième  cas , qui  est  l’inverse  du  pré- 
cédent , on  admet  que  le  fluide  est  renouvelé  à l’extré- 
mité supérieure  du  tuyau  , où  la  section  A est  constam- 
ment placée,  tandis  que  la  section  B s’abaisse  progres- 
sivement. Ce  renouvellement  du  fluide  est  supposé 
s’opérer  par  l’addition  de  nouvelles  tranches  ayant  les  . 
mêmes  vitesses  que  celles  quelles  remplacent.  L’aire  O 
de  la  section  supérieure  doit  alors  être  regardée  comme 
constante  dans  les  équations  du  n°  417,  aussi  bien.que 

■S.  On  remplacera  l’cquation  {G)  parla  suivante 

, 0'dS'=nU<fc , 

et  on  exprimera  dans  l’équation  (F)  les  quantités  O', 
ç.  'et  M en  fonction  de  S'  d’après  la  figure  du  tuyau. 
L’équation  (F)  réunie  à la  précédente  donnera  S'  et  U 
en  fonction  d et.'  .-  . . .. 

420.  Enfin  le  dernier  cas  est  celui  où  l’oq  suppose 
que  le  tuyau  est  constamment  rempli  far  le  fluide,  qui 
s’écoule  par  l’extrémité  inférieure , en  même  temps  qu’il 
est  renouvelé  par  l’extrémité  supérieure.  L’équation  (F) 
du  n°  417  , convient  également  à cette  hypothèse  en  y 
regardant  les  quantités  O,  O'.  S et  M comme  des  con- 
stantes; et  la  vitesse  U étant  la  seule  quantité  à déter- 
miner, il  n’y  a plus  lieu  à considérer  l’équation  (G).  Si, 
pour  plus  de  simplicité , on  prend  pour  la  section  a à 
laquelle  se  rapporte  la  vitesse  U.,  la  section  qui  forme 
l’extrémité  inférieure  du  tuyau, l’équation  (F)  deviendra 

P.-fr-B* 
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el  1 équation  (H)  donnera  pour  la  valeur  de  la  pression 
dans  une  section  quelconque 

« , tv  i -pUTn’  n1  / n’y/in 

p—  +?gz  — ôi-^  o* 

. * 

L’équation  (I)  étant  résolue  par  rapport  à dt  donne 

pMn  dU 


dlz=. 


Posons  , pour  Abréger 

...  .2  (‘“t?)  . 


P-F+tft 
nous  aurons 


=p; 


pMii 


dt—  • 


du 


r». . 


1— p'U' 

<1  où  , en  intégrant  et  déterminant  la  constante  de  ma- 
nière que  l’on  ait  en  même  temps  t=0  et  U=0, 
f_7  ,1+f’U 

' ■ . 2?  1—011’ 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à U , nous 
obtenons 

r ■ * •*  *«,  , • . . « ■ * * 

-a  » . 


t ey  — \ 

l 

S nf. 


(L) 


pour  l’expression  de  la  vitesse  qui  a lieu  dans  la  sectiou 
inférieure  du  tuyau  à la  fin  du  temps  t.  La  valeur  de  la 
pression  dans  une  tranche  quelconque , sera  ensuite 
donnée  par  la  formule  (K). 
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On  doit  remarquer  d’ailleurs  que  lu  valeur  donoée 
par  l’expression  (L)  après  un  certain  temps  (ordinaire- 
ment très-court  et  presque  insensible)  ne  différera  pas 
d'une  quantité  appréciable  de  la  valeur  constante 


qui  répond  à la  supposition  de.  t infiniment  grand,  et 
qui  serait  donnée  immédiatement  par  l’équation  (l),  si 
dU 

l’on  y faisait  ^-,=0.  En  adoptant  cette  dernière  valeur 

de  U,  l’expression  (K)  de  la  pression  prendra  la  forme 
plus  simple 

p—'P+fgz  — 

laquelle  se  déduit  aussi  de  l’expression  (E)  -,  en  y faisant 


On  conclut  de  ces  derniers  résultats , que  le  tuyau 
étant  entretenu  constamment  plein  , le  mouvement  du 
fluide  peut,  après  quelques  instants,  être  regardé  comme 
uniforme , la  vitesse  à la  section  inférieure  étant  repré- 
sentée par  la  formule  (M) , et  la  pression  dans  une  sec- 
tion quelconque  par  la  formule  (N).  Ainsi,  dans  ce  cas, 
la  vitesse la  section  inférieure. ne  dépend,  pas  de  la 
figure  du  tuyau,  mais  seulement  du  rapport  des  sec- 
tions extrêmes. 

Oh  ne  doit  point  oublier  que  les  résultats  dont  H 
s’agit  sont  fondés  Sur  la  forme  de  l’intégrale  (L),  en  sorte 

qu’ils  supposent  que  le  facteur  1 — 1 est  positif,  ou 
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que  la  section  inférieure  du  tuyau  est  plus  petite  que 
la  section  supérieure.  Si  cette  condition  n’avait  pas  lieu, 
la  vitesse  du  fluide  tendrait  à augmenter  indéfiniment.' 

Efforts  supportés  par  le  tuyau  pendant  le  mouvement 
. du  fluide. 

42f.  Supposons  comme  dans  le  n”  U6,  qu’une  por- 
tion de  fluide  incompressible  AB  (fig.  42),  sollicitée  par 
la  gravité,  couledans  ud  tuyau  d’une  longueur  indéfinie, 
et  proposons-nous  de  connaître  les  elïorts  que  le  fluide 
exerce  contre  le  tuyau  , c’est-à-dire  les  forces  qu’il  faut 
employer  pour  maintenir  ce  tuyau  dans  sa  position. 
Cette  question  se  résoudra  de  la  manière  la  plus  simple 
en  observant  que  le  fluide  en  mouvement  et.  la  paroi 
solide  cl  fixe  du  tuyau  forment  un  système  qui  peut 
être  supposé  libre  dans  l’espace , si  l’on  remplace  les 
obstacles  qui  maintiennent  le  tuyau  par  des  forces  égales 
et  opposées  aux  efforts  que  ces  obstacles  supportaient. 
Soient  E,  F,  Gles  résultantes  partielles  des  efforts  dont 
il  s’agit,  dirigées  dans  le  sens  des  x , des  y et  des  z.  Le 
système  est  donc  sollicité  (en  négligeant  le  poids  du 
tuyau),  par  des  forcés' égales  et  contraires  aux  eflorts 
E,  F,  G,  et  par  l’action  de  la  gravité  6ur  le  fluide.  Et 
comme  les  mouvements  des  parties  du  système,  qui  sé 
réduisent  ici  aux  mouvements  des  parties  du  fluide , 
doivent  toujours  être  tels  qu’il  y ait  équilibre  entre  les 
forces  qui  produiraient  ces  mouvements  et  les  forces 
appliquées  au  système  prises  en  sens  contraires,  on  voit 
que  l’expression  de  cette  condition  déterminera  les  va- 
leurs des  eflorts  E,‘F,  G,  lorsque  le  mouvement  du 
fluide  sera  Connu.  ' . v v 
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Conservons  les  dénominations  des  no*  413  et  suivants. 
La  tranche  quelconque  placée  en  m se  meut , à la  fin  du 
temps  t,  dans  le  sens  de  l’axe  du  tuyau  avec  la  quantité 
de  mouvement  puds.u,  dont  les  composantes  dans  lesens 
des  a;,  des  y et  des  % sont  respectivement  . 


, dx  - dy 
? oduls.U  • 


^ds-u% 


ds  ’ ds 

Ainsi  la  condition  d’équilibre  énoncée  ci-dessus  donne 
les  équations 

; • G=“°./  uds-i(uÿ+M  f"'ds  ’ ’ 


les  intégrales  désignées  par  f étant  prises  entre  les 
sections  extrêmes  A et  E du  fluide.  Mais  ou  a 


d / dx\_/du  du  ds\dx  d ( dx\  ds 
dl\  ds  J \dt  + ds  dt)  ds  +U  ds  J .de  ’ 


ds 


: U , 


ou , parce  que  — : 

, * ut  • . 

d f dx\  du  dx  d / dx\ 

«fr  \ ds  J dt  ds  + dsy  ds  )’ 

et  par  l’équation  fC)  du  n°  416  , 


_nü 

01 


U dV 
dt 

11  vient  donc,  en  substituant  ces  valeurs, 


du 
d~t : 


djf  dx\  riidU  dx  *?U"  d t\  dx\ 
dt\  ds  ) m dt  ds  u,  dsstt)  ds  / 
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On  trouvera  de  même  > 

A(  f(r\  jy  rfü1  d/i  dy\ 

, di\  ds  / Qi  dt  ds  O»  ds\  w ds  /' 

d / dz  \ a dt J dz  u’IP  d/i  dz\ 

dt\  ds  ) O)  dl  ds  oi  ds  \ <w  ds) 


Ainsi  les  expressions  précédentes  reviennent  à 
ou  bien  à « 

• ■ r-  . du  1 dx  . 

• E=  COHSt. — pii  — - X — sü  D . , 

. i ' . . • . . ,dt  o),  ds 

_ - ' rfU  t 

F=  const. — pQ  — y — sifU*.  - , . 

• dt  O»  ds  , 

* G—conit. — iti  — — z— tûü’U*.  ~'-r+zg  f "ds , 

♦ * . ‘ ■ «/  fr#  «5  'J 


en  déterminant  les  constantes  de  manière  que  cçs  ex-, 
pressions  soient  nulles  pour  les  valeurs  qui  conviennent 
à la  sectiou  supérieure  A du  fluide,  et  donnant  ensuite 
aux  variables  les  valeurs  qui  conviennent  à la  section 
intérieure  B:  ■ 


.Si  l'on  représente  comme  ci-dessus  par  O,  O*,  les 
aires  des  sections  A et  B;  par  l,  p,  v et  V,  p',  /.les  angles 
que  l’axe  du  tuyau  forme  respectivement  au  point  A et 
au  point  B avec  les  axes  des  x,  des  y et  des  z ; par 
n et  ç les  distances  des  points  A et  B de  l’axe  mesurées 
parallèlement  aux  x,  aux  y et  aux  z;  et  enfin  par  n le 
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poids  (lu  fluide  contenu  dans  le  tuyau,  on  aura  défini 

ti veinent  , . , • . •’ 

« _ • dll  ...  / cos.V  eos.XX 

• dU . /cos.>'  . cos.'jX  , . 

■ ô")+". 


pour  lès  expressions  des  forces  cherchées.  Ces  formules' 
remarquables  montrent  que  les  efforts  exercés  sur  le 
tuyau  dans  une  direction  quelconque  dépendent  seule- 
ment de  la  situation  respective  des  extrémités  de  la 
colonne  de  fluide,  de  la  direction'  du  tuyau  et  de  l’am- 
plitude de  la  section  transversale  à ces  mêmes  extrémi- 
. tés,  et  enfin  de  la  vitesse  du  fluide.  Elles  sont  indépen- 
dantes de  la  figure  du  tuyau  entre  les  points  extrêmes 
dont  il  s’agit.  * . ' . . _ 

422-  Les  formules  précédentes  s’appliqueront  facile- 
ment aux  divers  cas  d’écoulement  qui  ont  été  considérés 
dans  les  u°*  417  et  suivants.  En  général,  }es  efforts 
supportés  par  le  tüyau  varient  avec  le  temps-  Mais 
dans  Je  cas  du  n°  420  , c’est-à-dire  quand  il  s’agit  d’un 
tuyau  entretenu  constamment  plein , où  l’op  peut  re- 
garder ( abstraction  faite  des  premiers  instants  du 
mouvement)  ta  vitesse  comme  coustante  ,■  ces  formules 
deviendront,  en  écrivant  a au  lieu  de  O',  . 


'•  *• 

K— ooaI  J*  i 

( cos.X’ 

y cos.V 

*•  • * 

• Jj—  U 1 

4 " 

“ Ü~ 

» 

- 

(cos, p 

COS.  (A' 

- 

{ a 

■ o , 

s 

• ' G-— puir( 

f COS.v' 

> COS.Ï 

V,  U 

0 
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Dans  ces  dernières  équations,  . 


Mouvement  d'un  fluide  incompressible  et  pesant  dans 
un  vase  de  figure  quelconque. 

V23.  La  connaissance  exacte  du  mouvement  d’un  flnide 
pesant  dans  un  vase  exigerait  l’empioi  des  équation* 
différentielles  qui  ont  été  données  dans  l’article  XXVIII. 
On  peut  néanmoins-,  dans  plusieurs  cas,  déduire  des 
notions  présentées  dans  les  n°‘  VI 6 et  suivants  des  ré- 
sultats qui  S’accordent  avec  les  effets  naturels , et  dont 
la  connaissance  est  très-utile. 

Les  cas  qu’il  importe  de  considérer  pour  les  applica- 
tions , sont  : 1°  celui  ou  un  vasç  qui  avait  été  rempli 
de  fluide  se  vide  par  un  orifice  inférieur,  comme  on  l’a- 
vait supposé  dans  le  n°  V18 , et  2"  celui  où  un  vase  est 
entretenu  constamment  plein.,  le  fluide  qui  s’écoule 
par  l’orifice  étant  continuellement  remplacé  à la  surface 
supérieure  , comme  on  l’avait  supposé  n*  V20.  La  prin- 
cipale question  que  l’on  se  propose  , consiste  à déter- 
miner là  quantité  de  fluide  qui  sera  débitée  par  l’ori- 
fice dans  un  temps  donné  , et  cette  question  dépend 
eUetméme  de  la  détermination  de  la  vitesse  du  fluide  il 
cet  orifice. 

Considérons  un  vase  de  figure  quelconque  dont  lé 
fluide  s’écoule  par  l’orifice  NN  (fig.  V3).  Admettons  que 
cet  orifice  soit  évasé,  c’est-à-dire  que  la  paroi  supérieure 
ait  près  dé  l’orifice  une  figure  telle  que  l’on  puisse  attri- 
buer à'-tous  les  filets  du  fluidequi  traversent. le  plan  NN 


(les  directions  perpendiculaires  a ce  plan.  Soit  MM  la 
surface  supérieure  du  fluide  contenu  dans  le  vase  à la  tin 
du  temps  t.  L’observation  apprend  que  cette  surface 
diffère  très-peu  d’un  plan  horizontal , surtout  quand 
l’orifice  NN  est  sensiblement  moindre  que  l’aire  de  la 
surface  dont  il  s’agit,  et  quand  elle  n’est  pas  très-voisine 
de  cet  orifice.  Cela  posé , considérant  un  élément  quel- 
conque infiniment  petit  de  l’aire  de  l'orifice,placé  en  B 
qj.  le  filet  de  fluide  qui  traverse  cet,  élément,  on  peut 
toujours  concevoir  ce  filet  prolongé  en  A jusqu’à  la 
surface  supérieure  du  fluide,  en  lui  donnant  une  figure 
telle  qu’il  contienne  toutes  les  molécules  qui,  par  le 
progrès  du  mouvement,  doivent  traverser  le  plan  de 
l’orifice  en  B.  Or,  si  la  figure  de  tous  les  filets  AB  était 
connue,  on  pourrait  appliquer  à chacun  d’eux  les  résultats 
présentés  dans  les  n05  416  et  417,  en  sorte  que  l’on  con- 
naîtrait la  valeur  de  la  vitesse  du  fluide  à la  fin  du 
temps  t pour  un  élément  quelconque  de  l’aire  de  l’ori- 
fice, et,  par  conséquent , la  quantité  de  fluide  écoulé 
dans  un  temps  donné..  On  doit  remarquer,  d’ailleurs  , 
que  la  connaissance  de  la  figure  des  filets  de  fluide  AB, 
est  ici  absolument  nécessaire  pour  la  détermination 
du  mouvement  du  fluide,  puisque  la  formule  (F)  du 


n"  4l6 , dont  on  dqit  faire  usage,  contient  l’iqtégrale 

C**  ds  ' ^ ' • 

M— J ' — dont  la  valeur  dépend  de  cette  figure.  Et  il 


en  résulte  qu’en  général  le  mouvement  du  fluide,  dans 
. un  vase  qui  se  vide  par  un  orificè  inférieur,  ne  peut 
être  connu  aveç  l’exactitude  nécessaire. 


424.  Mais  si  la  surface  supérieure  du  fluide  dans  le 
vase  est  maintenue  constamment  au  niveau  MM,  les 


parties  du  fluide  qui  s’abaissent  étant  continuellement 
remplacées  par  d’autres  qui  affluent  avec  des  vitesses 
égalés  aux  vitesses  des  premières,-  on  devra  appliquer 
aux  divers  filets  AB  les  résultats  présentés  dans  le  n°  lr20-  ' 
Aiqsi,  après  un  temps  très-court , le  mouvement  du 
fluide  dans  toutes  les  parties  demeurera  constant  ; et  , 
en  supposant  que  les  pressions  extérieures  supportées 
par  les  sections  MM  et  NN  soient  égales  entre  elles  , la 
vitesse  du  fluide  au  point  B de  l’orifice  sera  d’après  la 
formule  (M)  , • ;iÿ, 


Ç représentant  la  distance  verticale  du  point  B à la  sur- 
face supérieure  MM  du  fluide,  ou  la  charge  du  fluide 

sur  le  point  B ; et  — étant  le  rapport  entre  les  aires  des  * 

•1,'  «•.  i * • » • 

sections  extrêmes  B et  A du  filet  AB,  rapport  qui  ne  peut 
différer  sensiblement  de  celui  des  aires  des  sections  NN  • 
et  MM  du  vase.  Ainsi , dans  le  cas  d’un  écoulèmeht 
constant  dans  un  vase  entretenu  plein  , on  peut  évaluer, 
ayec  une  exactitude  suffisante  , la  vitesse  du  fluide  dans  ■ 
les  différents  points  du. plan  de  1 orifice,  et  déterminer,  - 
eq  conséquence,  le  volume  du  fluide  débité  dans  l’unité 
de  temps.  , 

425.  Quant  aux  pressions  qui  ont  lieu  dans  les 
diverses  parties  du  vase , on,  voit , par  la  formule  (N)  du 
n"  420  , que  là  détermination  de  la  pression  dans  un 
temps  donné  exige  la  connaissance  de  la  section  w du 

liljet  AB  qui  passerait  par  ce  point:  La  figure  de  ces 

• . * * • • 
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filets  demeurant  inconnue,  la  pression  ne  peut  dont 
être  déterminée  exactement  : on  ne  peut  que  l’évaluer 
approximativement  «l’une  manière  fort  imparfaité  en 
général,,  en  appliquant  au  vase  que  Ton  considère  la 
formule  (N),  qui  ne  convient  réellement  qu’à  un  tuyau 
dont  la  grosseur,  est  très-petite. 

Il  faut  bien  remarquer,  d’ailleurs,  que-cette  formule 
ne  s’applique  véritablement  qu’à  un  filet  de  fluide  d’une 
section  très-petite  coûîarit  .dans  un- tuyau  solide.  Si 
l’on  voulait  considérer  un  ensemble  de  filets  de  fluide, 
comme  les  actions  se  transmettent  alors  d’un  filet  à un 
autre , il  faudrait  prendre  en  considération  la  force  cen- 
trifuge des  molécules  qui  augmente  nécessairement 
d’une  manière  sensible  la  pression.  L'effet  de  cette  force 
n’altère  pas  le  mouvement  du  fluide  dans  chaque  filet , 
parce  qu’elle  est  toujours  perpendiculaire  & la  direction 
•de  l’axe  du  filet;  mais  elle  augmente  la  jpresSion  dans  la 

• 'partie  du  vase  vers  laquelle  les  filets  de  fluide  tournent 

leur  convexité.  Ainsi,  les  résultats  relatifs  ^u  mouve- 
ment du  fluide,  déduits  de  la  considération  dû  mouve- 

* * ’ * **«.  • ■.**.«’  • • • • . 

ment  dans  chaque  filet  pris  à part , peuvent  être  admis, 
mais  il  n’en  est  pas  de  même  des  résultats  relatifs'  à la 
• pression.  . ! 

" v !*  * * * ( • » w . •* , 

^26.  A l’égard  des  efforts  supportés  par  le  vase  pen- 
dant le  mouvement  du  fluide  , on  peut  appliquer  ici  les 
expressions  du  n"  k 22.  Les  angles  désignés  par  X et  u 
sont  droits  pour  tous  les'  filets  , et  l’angle  ••>  est  nul.  De 
plus,  l’angle  désigné  par  V sera  droit,  si  l’on  suppose 
le  plan  des  yz.  perpendiculaire  au  plan.NN  de  l’orifice, 
. et- l'effort  désigné  par  E sera  nul.  .On-  aura  donc  sim- 
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plement  pour  les  efforts  horizontal  et  vertical  exercés 
sur  le  vase 


F= — palPcos.fi' , 


expressions  qui  se  réduisent  à 


F=— pal]*, 

G==?i r+n* 


lorsque  le  plan  de  l'orifice  est  vertical  ; et  dans  les- 
quelles on  prendra,  pour  les  quantités  O et  n,  les  aires 
des  sections  MM  et  NN , et  pour  U*,  la  moyenne  des 
carrés  des  vitesses  des  filets  de  fluide  qui  traversent  le 
plan  NN , ces  vitesses  étant  évaluées  conformément  à 
ce  qui  a été  dit  n°  424. 

Gomme  l’effet  de  la  force  centrifuge  est  pris  en  con- 
sidération dans  les  expressions  dont  il  s’agit , elles  s’ap- 
pliquent à un  ensemble  de  filets  de  fluide,  aussi  bien 
qù’à  chaque  filet  considéré  à part. 


Cas  oit  l’orifice  par  lequel  le  fluide  s’écoule  est 
très-petit. 

427.  Si  l’orifice  est  très-petit  par  rapport  à toutes 
les  sections  transversales  du  vase,  oh  peut  admettre  que, 
dans  les  filets  de  fluide  AB  dont  il  est  question  dans  le 
n°  423,  la  section  à l'extrémité  B est  aussi  tfès-pétite 
par  rapport  à toutes  les  autres  sections.  Considérons, 
comme  dans  le  n°  418 , le  cas  d’un  tuyau  qui  se  vide 
par  l’extrémité  inférieure.  Nous  devons  employer,  à la 
détermination  du  mouvement  du  fluide,  l’équation  (F) 

30 
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(lu  u°  417,  et  comme  1»  section  inférieure  O'  est  con- 
stante, on  peut,  pour  plus  de  simplicité,  écrire  a au 
lieu  de  O',  et  alors  U désignera  la  vitesse  de  la  Section 
dont  il  s’agit.  Mais,  si  l’on  regarde  a comme  très-petite 
par  rapport  à toutes  les  autres  sections  du  tuyau , le 

terme  pMa  de  l’équation  (F)  pourra  être  négligé , 

et , à plus  forte  raison  , le  terme  ~ . Cette  équation 

donnera  donc 

u=V'2e(lT'+l:);  ’ : 

en  sorte  que  la  vitesse,  h l’extrémité  du  tuyau  par  la- 
quelle le  fluide  s’écoule , ne  dépend  que  des  pressions 
extérieures  et  de  la  différence  de  niveau  des  deux  extré- 
mités de  la  colonne  de  fluide.  Au  moyen  de  cette  ex- 
pression de  U,  l’équation  (G)  du  n°  417  donnera  immé- 
diatement une  relation  éntre  S et  t,  et,  par  conséquent, 
la  loi  du  mouvement  de  l’extrémité  supérieure  de  la 
colonne  de  fluide.  Quant  à la  valeur  de  la  pression  , 
l’équation  (E)  du  même  numéro  se  réduit  ici  à 

d’où  l’on  conclut  que  la  pression  ne  diffère  pas  de  celle 
qui  aurait  lieu  si  le  fluide  n’avait  aucun  mouvement. 

En  appliquant  maintenant , d’après  les  notions  pré- 
sentées n°  423 , ces  résultats  aux  cas  où  le  fluide  s’é- 
coulerait hors  d’un  vase  d’une  figure  quelconque  par 
un  orifice  très-petit,  on  voit  que  les  termes  dont  la 
détermination  exigeait  la  connaissance  de  la  figure  des 
filets  du  fluide  ayant  disparu  à raison  de  la  petitesse 


A 
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supposée  «le  l’orifice  d’écoulement , les  expressions  pré- 
cédentes de  la  vitesse  à l’orifice  et  de  la  pression  dans 
l’intérieur  du  vase  pourront  être  employées.  Ainsi , l’on 
doit  admettre  que  lorsqu’un -fluide  incompressible  s’é- 
coule hors  d’un  vase  par  un  orifice  très-petit,  la  pression 
extérieure  étant  supposée  la  même  à la  surface  supé- 
rieure du  fluide  et  à l’orifice,  1°  la  vitesse  à ï’orifice  est 
constamment  due  à la  Hauteur  variable  de  la  surface 
supérieure  du  fluide  sur  le  centre  de  cet  orifice  ; 2°  la 
pression  .dans  l’intérieur  du  vase  est  la  même  qui  aurait 
lieu  si  le  fluide  ne  se  mouvait  pas. 

Les  résultats  précédents  s’appliquent  à plus  forte 
raison  au  cas  d’un  vase  entretenu  constamment  plein. 
La  quantité  désignée  par  j3  dans  le  n*  420  étant  très- 
grande,  la  vitesse  U acquiert  presque  instantanément  la 
valeur  constante.  (M  ) du  même,  numéro  , laquelle  se 
réduit  à 

■ ‘■•'f 

ou  .à  * . 

' - Uil/^ç, 

dans  Iç  cas  où  les  pressions  extérieures  sur  les  tranches 
extrêmes  sont  égales  entre  elles.  : . 

Les  expressions  du  if  426  donnent  exactement  les 
eflorts  supportés  par  le»  vase,  en  prenant  pour  â l’aire  de 
l’orifice.  • . . - 

L’expressiou  F=—  ptiU’  de  l’effort  horizontal  auquel 
donne  lieu  l’émission  du  fluide  par  un  orifice  dont  Je 
plan  est  vertical  revenant  à F= — pga.  2ç,  lorsqu’on  rem- 
place U par  la  valeur  précédente  |/2 gK,  on  voit  que  le 
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vase  est  repoussé  en  sens  contraire  du  mouvement  du 
fluide  par  un  cSort  égal  au  poids  d’une  colonne  de  fluide 
ayant  pour  base  l’orifice  et  pour  hauteur  le  double  de 
la  charge  qui  a lieu  sur  le  centre  de  cet  orifice.  Ce 
résultat  donne  l’explication  de  divers  phénomènes 
remarquables. 

# Cas  où  l orifice  n’est  point  évasé.  — Contraction 
de  la  veine  fluide. 

428.  On  a indiqué  dans  le  n*  423  ce  que  l’on  enten- 
dait par  un  orifice  évasé.  Les  résultats  présentés  dans 
ce  numéro  et  les  suivants,  ne  conviennent  qu’aux  cas 
où  le  fluide  s’écoule  par  un  orifice  de  cette  espèce.  Ils 
donneront  alors  les  moyens  de.  calculer  le  volume  de 
fluide  écoulé  dans  un  temps  donné,  puisqu'ils  ibnt 
connaître  la  vitesse  du  fluide  dans  les  dijlérentes 
parties  du  plan  de  l’orifice,  et  que  les  filets  rencon- 
trant ce  plan  à angles  droits , le  volume  qui  s’écoule 
dans  l’unité  de  temps  est  le  produit  de  Faire  de  chaque 
partie  de  l’orifice  par  la  vitesse  correspondante.  Les 
calculs  faits  conformément  à ces  principes  s’accordent 
avec  les  observations.  Il  faut  seulement  excepter  les 
cas  où  les  dimensions  transversales  du  vase  sont  fort 
petites  par  rapport  à sa  longuéur,  cotome  dans  les 
tuyaux  servant  à conduire  l’eau,  parce  que  les  effets 
des  forces  d'adhérence  qui  existent  entre  les  parties  du 
fluide  et-'  des  parois  deviennent  alors  très-sensibles , 
et  ne  peuvent  être  négligés  sans  qu’il  en  résulte  de 
grandes  erreurs. 

Quand  un  orifice  n’est  pas  évasé,  la  seule  différence 
de  ce  cas  au  précédent  consiste  en  ce  que  les  . filets  de 
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fluide  ne  tr^fersent  plus  tous  le  plan  de  l'orifice,  suivant 
des  directions  perpendiculaires  à ce  plan.  Cette  circon- 
stance n’empêche  pas  que.  les  vitesses  des  molécule» / h 
l'instant  ou  elles,  traversent  le  plan  de  l’orifice,  n’aient 
les  valeurs  qui  seraient;  déterminées  par  lés  règles 
exposées  ci-dessus  ; mais  elle  s’oppose  à.  Ce  quç  l’on 
puisse  déduire  de  la  seule  conna issancede- ces  vitesses 
l'évaluation  du  volume  de  fluide  qui  s’écoule  dans  un 
temps -donné.  En  effet,  ]a  dépense  dé  chaque  filet 
doit  s’estimer  par  le  produit  -de  la  vitesse  multipliée 
par' l’aire  de  la  partie  correspondante.de  l’orifice  pro- 
jetée sur  un  plan  perpendiculaire  à là  direction  du  filet, 
directiqn  qile  la  théorie  précédente  ne  détermine  pas 

Cette  obliquité  dans»  la  direction  d’une  partie  des 
filets,  et  particulièrement  de  «ceux  qui  sont  le  plus  voi- 
sins du-  contour  de  l’orifice , -produit  ce  qu’on  appelle  lu 
Contraction  do  la  veine  fluide.  Lorsqu’un  fluide  jaillit 
hors  d’un  orifice  évasé , la  veine  présente , au  sortir  de 
l’orifice,  la  figure  d’un  cylindre  ou  d’un  prisme  droit, 
dont  la  base  est  l’orifice  même.,  et  dont  l’axe  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  cet  orifice.  Mais  si  l’évasement  n’a 
pas  lieu  ;^i , par  exemple  l’orifice  NN  (fig.  kk)  consiste 
simplemen  t dans  une  ouverture  fai  le  dans  une  paroi  plane 
et  mince,  la  veine  se  contracte  au  sortir  de  cet  orifice 
avant  de  prendre  une  figure  cylindrique  ou  prismatique, 
et  sa  séction  nn  est  alors  très-sensiblement  moindre  que 
l’aire-NN  de  l’orifice.  On  conçoit  d’ailleurs  que  les  filets 
pouvant  être  regardés  comme  traversant  la  section  con- 
tractée nn  avec  des  directions  perpendiculaires  ôu  plan 
de  cette  section  , on  peut  considérer  la  partie  NnnN 
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comme  un  prolongement  du  vase  et  appliquera  la  sec- 
tion nn  les  résultats  présentés  ci-dessus  et  qui  convien- 
nent à un  orifice  évasé.  Mais  cette  remarque  ne  met- 
trait pas  encore  à même  d’évaluer  la  quantité  de  fluide 
écoulé  dans  un  temps  donné,  parce  que  l’on  ne  peut 
assigner  d’avance  le  rapport  des  sections  NN  et  nn.  On 
peut  seulement  affirmer  que  ce  rapport  est  toujours  com- 
pris entre  les  nombres  i-et  2. 

On  voit  par.  ce  qui  précède  que  les  notions  exposées 
dans  cet  article  ne  peuvent  faire  connaître  avec  cer- 
titude l’écoulement  du  fluide  hors  d’un  vase  que  si  l’o- 
rifice est  évasé.  Dans  tout  autre  cas  il  est  nécessaire  de 
recourir  à des  règles  déduites  d’observations  spéciales. 
L’expérience  a appris  que  dans  le  cas  d’un  orifice  ouvert 
dans  une  paroi  plane  et  mince*  le  rapport  de  la  section 
nn  à la  section  NN  difière  peu  de  0,62.  Ce  résultat 
subsiste  lors  même  que  l’on  fait  varier  dans  des  limites 
assez  étendues , la  figure  de , l’orifice  et  ses  dimen- 
sions absolues.  11  en  résulte  que  l’on  peut  alors , si 
l’orifice  est  fort  petit  par  rapport  aux  sections  du  vase, 
estimer  le  volume  de  fluide  écoulé  dans  Tunitéde  temps, 
par  la  formule 

0,6-2.11^%?,  -r  * 

• 9 * • ^ ' 

il  désignant  1 .aire  de  cet  orifice  et  ? la  charge  de  fluide 
,j-ui  a lieu  sur  son  centre. 

429.  Le*  résultats  qui  viennent  d’être  présentés  ne 
peuvent  êti'P appliqués  que  si  la  grandeur  de  la  section 
dans  l’intérieur  du  vase  varie  par  degrés  insensibles , 
et  surtout  s’il  n’y  a pas  dans  fce  vase  d’étranglement, 
c’est-à-dire  de  rétrécissement  subit  dans  h section.,  ou 
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de  changement  brusque  dans  la  direction  du  mouvement 
du  fluide.,  Lorsqu’un  vase  présente  des  modifications  de 
cette  nature,  la  détermination  dir  mouvement  du  fluide 
devient  plus  difficile,  et  exige  des  considérations  spé- 
ciales.  *•  . 


Mouvement  d'un  fluide  élastique  dans  un  vase. 

> 

430.  Les  équations  (A)  et  (B)  du  n°  413,  expriment 
généralement  les  conditions  du  mouvement  d’un  fluide 
coulant  dans  un  tuyau  dont  les  dimensions  transversales 
sont  supposées  "très-pètiteS.  En  supposant  ce  fluide  élas- 
tique, et  la  température  uniforme  et  constante,  on 
posera  p—  ko , ce  qui  changera  ces  équations  en 

dp  , du  1 , '•  : 

* — —gdz—  -y-  ds d.  u 

p'  0 dt  • -2  ’ 


dp  d.pttu 
dt  ds 


et  l’on  ne  doit  point  oublier  que  les  diflérentielles  dp, 
dz  et  du  dans  Iq  première^  sont  prises  éq  faisant  varier 
s seule.  • • 

431.  Considérant  seulement  ici  ,•  pour  plus  de  sim- 
plicité, le  cas  analogue  à celui,  du  n°  420 , nous  sup- 
poserons que  le  tuyau  par  lequel  le  fluide  s’écoule, 
prend  naissance  dans  pn  réservoir  ou  gazomètre, 
où  la  pression  est  maintenue  à la  valeur  constante  P, 
et  que  la  section  extrême  du  même  tuyau  est  placée 
dans  un  milieu  où  la  pression  est  aussi  maintenue 
à une  valeur  constante  P'  moindrè  que  P.  Dans  ce 
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cas , le  mouvement  du  fluide  parviendra  presqu’instan- 
tanément  à un  état  permanent , que  les  équations  pré- 

* dit  ‘ J qfn 

cédentes  feront  connaître  en  y faisant  — =0  et  = 0: 

...  . . <a  or 

ce  qui  les  réduit  à 

. dp  i , d \p*>u 

■ k -4-  —edz .d.  u et  — = 

p ° 2 ds 

' x 4 , 

• La  première  donne  en  intégrant 


= 0. 


' • ~ k.lp  — const.-\-gz — — u'.  - 

* • « A I I* 

t • t . *•■  . 1 . 

En  désignant,  comme  dans  les  numéros  précédents, 
par  a l’aire  delà  dernière  section  du  tuyau  et  par  U la 
vitesse  à cette  section  y on  aura  toujours  pour  la  seconde 
équation  pm  =P'aU.  Si  dont  bn  désigne  encore  par  O 
Faire  de  la  première  section  du  tuy*au , l’équation  précé- 
dente donnant  pour  cette  section 

, _ U*  F’û* 

k.lP=const. — — , 

2 P’O” 

\ , * * 

on  voit  que  l'on  a pour  une  section  quelconque 

, . />  U */P"n*  ■ F*û*Y  . . 

1 V ~gZ  2 V/>‘w‘  F07  ’ . 

1 • * * 

et  pour  la  section  extrême 

. #f  • w/-4  • * • '• 

d’oü  l’on  déduit  pour  l’expression  de  la  vitësse  d’écoule- 
ment du  fluide, 

n=V  T~ËT  » 

PV 
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La  vitesse  U étant  déterminée,  l'équation  précédente 
fera  connaître  la  valeur  delà  pression p qui  a lieu  dans 
section  quelconque  <J>.  ' 

432. -Dans  la  plupart  des  cas  qui  pourront  se  présen- 
ter, le  terme  sera  fort  petit  par  rapport  au  terme 

2k. I — et  pourra  être  négligé.  Si  de  plus  on  suppose 


très-petit  le  rapport^  des  sections  extrêmes  du  tuyau  , 
l’expression  précédehte  de  U se  réduira  à 

V=\/ 2 - / 

t :**  '■  * , . * . ' 

et  l’équation  qui  donne  la  pression  à ...  « 


P P’O’ 

* _ * Z?  * 

P — P* 

'•  P “ F’tf*  ‘ ■ • 

*p<  • p*o>  • 

'*  . ‘ . • , • ..  . / 

L’expression  précédente  de  U peut  être  employée  pour 
calculer  le  volume  de  fluide  élastique  qui  s’écoule  dans 
un  temps  donné,  sous  une  pression  constante  P',  par 
un  orifice  très-petit  évasé.  Si  l’orifice  n’était  pas  évasé, 
on  devrait  avoir  égard  aux  remarques  présentées  n°  428, 
comme  s’il  s'agissait  d’un  fluide  incompressible. 


XXX.  De  LA  RÉSISTÀKCÊ  DES  FLUIDES. 

. ’ ....  » * . » • ^ . * • » 

433.  L’expression  de  JRésistance  des  fluides  , désigne 
en  général  l'effort  qu’il  est  nécessaire  d’exercer  pour 
maintenir  immobile  iw  corps  qui  reçoit  le  choc  -d’un 
fluide , Ou  pour  faire  mouvoir  un  corps  qui  est  plongé 
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dans  un  fluide.  La  connaissance  exacte  des  efforts  de 
cette  nature  est  un  objet  d’une  grande  importance  dans 
les  applications  aux  arts  mécaniques.  Pour  présenter 
sur  ce  sujet  des  notions  précises,  on  distinguera  deux 
cas  principaux  , 1°  celui  d’üne  veine  de  fluide  jaillissant 
par  l’orifice  d’un  vase  et  venant,  choquer  un  corps  dont 
les  dimensions  sont  plus  grandes  que  celles  de  cette 
veine;  2°  celui  d’un  corps  plongé  dans  un  courant  de 
fluide  d’une  étendue  indéfinie. 

» ; 

Du  choc  cCunè  veine  fluide. 

4.B4.  Soit  en  premier  lieu  une  veine  de  fluide  incom- 
pressible jaillissant  dans  une  direction  horizontaled’un 
orifice  évasé  NN  (fig.  45),  au  choc  de  laquelle  on  a pré- 
senté le  plan  PP  plt»cé  perpendiculairement  à l’axe  AB 
de  cette  veine.  En  sortant  de  l’orifice , tous  les  filets  de 
fluide  sont  parallèles  à l'axe,  et  si  l’étendue  du  plan  PP 
est  suffisante  , ils  ont  pris  en  arrivant  à son  contour,  des 
directions  parallèles  à ce  plan , et  par  conséquent  per- 
pendiculaires.à  la  ligne  AB.  Considérons  un  de  ces  filets 
dans  l’intervalle  NP  compris  entre  la  section  NN  et  le 
contour  du  plan.  On  peut  le  concevoir  coulant  dans  un 
tuyan  d’une  section  très-petite;  et  les  formules  expo- 
sées dans  les  n0>'  42t  et  422 , exprimeront  les  eflorls 
exercés  contre  ce  tuyau  dans  des  directions  données,  ou 
les  forces  qu’il  faudrait  lui  appliquer  pOur  le  maintenir 
immobile.  Mais  il  est  évident  que  les  ellorts  résultant 
du  mouvement  du  fluide  dans  chaque  filet,  se  trans- 
mettent d’un  filet  à un  autre  , et  que  si  l’on  prend  pour 
chacun  des  filets,  l’edort  qui  résulte  du  mouvement  du 
fluide  dans  le  sens  de  la  ligne  AB  , la  somme  île  tons  ces 
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'efforts  sera  1 effort  exercé  contrele'plàn  PP.  D’après  cela, 
en  appliquant  ici  les  résultats  du  n"  421;  supposant 
l’axe  des^  parallèle  à la  ligue  AB,  et  la  vitesse  du  fluide 
constante  par-  rapport  au  temps  ; observant  que  pour 
un  filet  quelconque,  l’angle  p est  nul  et- l’angle  p droit, 
on  aura  pour  l’effort  produit  dans  une  direction  paral- 
lèle à la  ligne  AB  par  le  mouvement  du  fluide  dans  ce 
pn’Ü>  ■ -V 

filet,  F=„— — . Si  l’on  suppose  dans  cette  expression 

0=ii,  U désignera  la  vitesse  à la  section  O,  c’est-à-dire 
à l’extrémité  du  filet  placée  en  NN,  et  l’on  aura  F— pflU’. 
Celte  expression  étant  commune  à tous  les  filets  qui 
composent  la  veine , qn  en  conclura  que  l’ëffort  exercé 
contre  le  plan  par  lecfaoc  du  fluide,  est  exprimé  parprtU’, 
u désignantTâire  de.  l’orifice  NK  et  U là  vitesse  à cet 
orifice.  Ce  résultat  est  confirmé  par  les  obsèrvations  , 
pourvu  que  les  circonstances  indiquées'aient  effective- 
ment lieu  ; c’est-'à-dirè  pourvu  que  l’orifice  soit  évasé, 
et  que  le  plan  choqué  soit  assez  grand  pour  que  les  filets 
de  fluide  aient  tous  pris,  quand  ils  en  atteignent  le 
contour,  des  directions  parallèles  à ce  plan. 

Si  l’orifice  NN  n’était  pas  évasé,  en  sorte  que  la  veine 
se  contractât  après  sa  sortie  de  l’orifice,  conformément 
à 'ce-qui-à  été  exposé  n°  428,  on  appliquerait  la  formule 
précédente  en  prenant  pout-  n l’aire  de  la  section  de  là 
veine  dans  l’endroit  où  elle  est  devenue  sensiblement 
cylindrique  et  pour  U la  vitesse  du  fluide  dans  cette 
section. 

En  rapprochant  le  résultat  précédent  de  celui  quia 
été  présentéà  la  findun”  417,  on  voit  que  l’effort  exerré 
contre  le  plan  PP  par  le  choc  du  fluide  est  égal  à l’effort 
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exercé  en  sens  contraire  contre  le  vase  d’où  le.  fluide 
s’écoule.  L'application  du  principe  de  la  conservation 
du  mouvement  du  centre  de  gravité  rend  raison  de  l’é- 
galité nécessaire  de  ces  deux  efforts. 

424.  Si  la  veine  jaillissait  verticalement  de  haut  en 
bas  , l’effort  supporté  par  le  plan  horizontal  PP  qui  en 
recevrait  le  choc  serait  exprimé  par  pnU’-j-n,  en  dési- 
gnant par  n le  poids  du  fluide  contenu  en  NPPN, 
poids  qui  ne  peut  être  déterminé  sans  la  connaissance 
complète  du  mouvement  du  fluide.  Dans  le  cas  où 
la  veine  jaillirait  au  contraire  de  bas  en  haut,  l'effort 
serait  exprimé  par  pnlP — ri. 

436.  Admettons  maintenant  que  l’on  présente  au 
choc  d’une  veine  horizontale  , un  conoïde  convexe  don  t 
l’axe  coïncide  avec  celui  de  cette  veine  (fig.  46).  Tous  les 
Glets  de  Guide  formeront  en  P avec  cet  axe  AB  un  même 
angle  que  nous  désignerons  par  v.  En  appliquant  au 
cas  dont  il  s agit,  comme  dans  le  n°  434,  l’expression 
de  F trouvée  n°  421 , on, devra  donc  supposer  u~  0 et 

P =*,  ce  qui  donnera  F = pn’fj1 

faisant  toujours  n=0,  F=pflU’  -2..  cos.«rj . Cette 

expression  étant  commune  à tous  les  Glets,  on  peut 
prendre  pour  la  valeur  de  1 effort  exercé  contre  le  co- 
noïde , la  formule  , ' 

* 

pûlP  (l—^  cos.vj,  • • 

~ “ — 

O11  entend  ici  par  conoïde  un  corps  ressemblant 'à  nn  tronc  de 
cône  droit , termine  par  un  segment  sphérique  tangent  au  cdne. 


( 1 COS.  H'\ 

[0  5“/’ 


et  en 
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n désignant  toujours  Taire  de  Torificë  NN  et  U la  vi- 
tesse du  fluide  à cet  orificé.  Mais  dans  cette  formule  le 

i - , 

rapport  des  aires  des  sections  de  chaque  filet  en  N 


et  en  P demeure  inconnu.  On  remarquera  qu'il  ne  peut 
y avoir  une  grande  erreur  à supposer  que  la  plupart 
des  filets  de  fluide  affectent  des  figures  telles  que  la  vi- 
tesse absolue  des  molécules  ne  Varie  pas  d’une  manière 
sensible  de  N en  P,  et  par  conséquent  que  les  sections 
transversales  de  ces  filets  ne  varient  pas  non  plus  sen- 
siblement. D’après  cette  hypothèse  on  fera  ~ = 1 , et 

Ton  regardera  l'effort  supporté  parie  conoïde  comme 
étant  donné  par  l'expression  * 

(1017(1 — cos.»). 

Si  le  conoïde  recevait  Iç  choc  de  la  veine  sur  sa  con- 
cavité , on  pourrai!  appliquer  les  considérations  précé- 
dentes en  changeant  le  signe  du  cosinus  de  l’angle  4 . 
L’effort  résultant  du  choc  serait  exprimé  par 

, pni?(i-f cos.ho.  ; ’ • 

Cette  formule  donnerait  pour  la  valeur  de  cet  effort 

....  2.poU*  ou  p#û.*ï, 

( ç étant  la  hauteur  due  à la  vitesse  U),  si  la  forme  dû 
conoïdç  était  telle  que  les  filets  du  fluide  fussent  réflé- 
chis en  sens  contraire  de  la  veine.  Ces  résultats  sont  à 
fort  peu  près  conformes  aux  effets  naturels , ainsi  qu’on 
peut  le  conclure  d’expériences  spéciales  dues  à Morosi. 

437.  Nous  admettrons  enfin  que  Ton  présente,  au  choc 
d’une  veiné  dont  Taxe  AB  (fig.  47)  est  dirigé  d’une  ma- 
nière quelconque,  un  plan  PP  dont  la  direction  est  égale- 
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ment  arbitraire..  Nous  supposons  toujours  ce  plan  assez 
grand  pour  que  les  filets  de  fluide,  en  le  quittant  en  P, 
soient  dirigés  parallèlement  à sa  surface.  $oit  v l’angle 
que  le  plan  PP  forme  avec  l’axe'AB,  a Pangle  que  la  per- 
pendiculaire à ce  même  plaq  forme  avec  la  verticale,  il 
le  poids  du  fluide  contenu  dans  l’espace  NNPP,  F la 
force  qui  doit  être  appliquée  perpendiculairement  au 
plan  , pour  le  maintenir  dans  sa  position  et  résister  au 
choc  du  fluide.  On  connaîtra  la  force  F en  remarquant 
que,  dans  le  système  formé  du  plan  PP  et  du  fluide 
contenu  en  NNPP,  il  doit  toujours  y avoir  équilibre 
entre  les  quantités  de  mouvement  acquises  pendant  l’in- 
tervalle de  temps  dt  et  les  quantités  de  mouvement  im- 
primées , par  les  forces  qui  agissent  sur  le  système  prises 
en  sens  contraire.  Considérons  ici  les  quantités  de  mou- 
vement acquises  et  imprimées,  en  les  décomposant 
perpendiculairement  au  plan  PP.  Pendant  un  instant 
dt  il  entre  en  NN  dans  le  système  la  masse  de  fluide 
pfiU dt , dont  la  quantité  de  mouvement  décomposée 
perpendiculairement  au  plan  est  pDUrft.Usin.>r.  Pendant 
le  même  instant  il  sort  en  PP  une  masse  de  fluide,  dont 
la  quantité  de  mouvement  dans  le  sens  perpendiculaire 
au  plan  est  nulle.  Donc  , ' la  quantité  de  mouvement 
acquise  dans  ce  sens  est — piîUsin.v.  D’autre  part,  la 
quantité  de  mouvement  imprimée  dans  le  même  sens 
par  l’actionde  la  gravité  sur  le  fluide  contenu  en  NNPP 
et  par  l’efiort  F est  ncos.a.zft — F dt.  Le  principe  énoncé 
ci-dessus  donnera  donc  l’équation 

• , - - ■ . • • 

— ptfJefr.Usin.4 ricos.z.<*+F<*  = 0, 

d’où  ,*  * ’ * * V"  • 

■ F st  rtcbs. x+pùlf »sin> . " • 
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Si  le  plan  est  vertical  , pn  a simplement 

• • • F=sriü’sin.'l'. 

« * 

• * • •_  * i • • * 

Il  existe  plusieurs  expériences,  dont  quelques-unes  sont 
dues  au  docteur  Vince,  qui  s’accordent  avec  ce  résultat. 

De  la  résistance  des  fluides  dans  le  cas  d’un  corps 
' plongé  dans  un  fluide  indéfini. 

• , 

438.  Concevons  un  corps  maintenu  immobile,  et  placé 
dans  un  courant  de  fluide  dont  la  direction  est  horizon- 
tale et  dont  la  vitesse  est  uniforme.  Il  s’agit  de  connaître 
l’effort  supporté  par  le  corps  dans  la  direction  du  cou- 
rant par  l’effet  du  choc  .du  fluide  ; c’est-à-dire  l’effort 
qui  tend  à déplacer  le  corps  dans  cette  direction.  La 
solution  générale  de  cette  question,  qui  exigerait  la 
détermination  complète  des  modifications  que  le  mou- 
vement du  fluide  subit  à la  rencontre,  du  corps,  n’a  pas 
été  donnée  ; on  ne  peut  présenter  sur  ce  sujet  -que 
quelques  aperçus,  et  indiquer  divers  résultats  obtenus 
par  des  expériences  spéciales-  . " * 

Imaginons  que  l’on  ait  enveloppé  le  corps  par  une 
surface  cylindrique  ayant  ses  arêtes  parallèles  à la 
direction  du  cqurant-  La  ligne  de  contact  dè  cette  sur- 
face avec  celle  du  corps  partagëra  cette  dernière  en  deux 
parties.  Nous  appellerons  face  antérieure  du  corps  là 
partie  qui  reçoit  le  choc  du  courant,  et  face  posté- 
rieure la  partie  opposée,  dont  le  courant  s’éloigne. 
Pour  connaître  l’effort  supporté  par  le  corps  dans  la 
direction  du  courant , .il  faudrait  évidemment  décom- 
poser, dans. le  sens  de  cette  direction,  les  pressions  sup- 
portées pqr  toutes  les  parties  de  la  face  antérieure , et 
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prendre  la  somme  de  cès  composantes;  puis  faire  la 
même  opération  pour  la  face  postérieure.  Ces  deux 
sommes , comme  on  l’a  vu  dans  le  n°  382  , sont  toujours 
égales  et  directement  opposées  si  le  fluide  n’a  pas  de 
mouvement.  Mais  il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  le 
fluide  «e  meut  : la  somme  donnée  par  la  face  antérieure 
est  alors  plus  grande  que  la  somme  donnée  par  la  face 
postérieure  , et  l’excès  de  la  première  somme  sur  la 
seconde  est  l’effort  supporté  par  le  corps , ou  la  résis- 
tance qu’il  oppose  au  mouvement  du  fluide.  On  voit 
donc  que  la  question  dont  il  s’agit  se  ramène  à consi- 
dérer la  surface  du  corps  comme  une  paroi  solide  contre 
laquelle  s’appuie  le  fluide  en  mouvement , et  à déter- 
miner la  pression  exercée  par  le  fluide  contre  les  diverses 
parties  de  cette  paroi.  Mais  cette  détermination,  comme 
on  l’a  déjà  remarqué,  exige  la  connaissance  complète 
du  mouvement  du  fluide,  c'est-à-dire  l’intégration  des 
équations  différentielles  qui  expriment  les  conditions 
de  ce  mouvement , intégration  qui  ne  peut  avoir  lieu  en 
général  par  les  méthodes  analytiques  connues , et  même 
en  supposant  au  corps  présenté  au  choc  du  fluide  la 
6gure  la  plus  simple. 

439.  Si  l’on  veut,  d’ailleurs,  se  former  une  idée  de 
la  nature  de  la  résistance  dont  il  s’agit , on  peut  faire  les 
remarques  suivantes. 

Soit  un  corps  de  figurequelconqueprésentéauchocdu 
courant  (fig.  48);  PP  étant  la  face  antérieure,  etQQla  face 
postérieure.  L’effet  de  la  présence  de  ce  corps  est  de  mo- 
difier le  mouvement  du  fluide , de  telle  manière  que  les 
filets  qui  devraient  se  mouvoir  suivant  des  directions  rec- 
tilignes et  parallèles  à AB,  décrivent  des  courbes  telles 
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que  amb , dont  la  ligure  dépend  principalement  de  la 
figure  du  corps.  Cette  modification  s’étend  à une  certaine 
distance  de  la  surface  de  ce  corps,  au  delà  de  laquelle 
le  mouvement  naturel  du  fluide  n’est  pas  sensiblement 
altéré.  On  peut  se  représenter  la  figure  formée  par 
l’ensemble  des  filets  de  fluide  dont  la  direction  est  ainsi 
changée.  Les  courbes  amb  décrites  par  les  filets  oflri- 
ront  toujours  deux  parties;  l’une  am,  dans  laquelle  ils 
tourneront  leur  convexité  vers  le  corps,  l’autre  mb, 
dans  laquelle  ils  présenteront  au  corps  leur  concavité. 
Dans  la  première  partie,  la  vitesse  croît  de  a à m;  et,  dans 
la  seconde  partie,  elle  décroît  de  m vers  b.  Si,  d’ailleurs, 
on  considère  le  filet  nraicomme  coulant  de  a en  m dans 
une  paroi  solide,  on  déterminerait  l’effort  exercé  sur 
celte  paroi  parallèlement  à la  direction  AB  du  courant 
d’après  les  formules  données  n°  422.  Tous  ces  efforts 
se  transmettent  d’un  filet  à l’autre,  et  sont  supportés 
par  la  face  antérieure  PP  du  corps.  C’est  par  cette  raison 
que  celte  face  supporte  une  pression  plus  grande  qu  elle 
ne  le  ferait  si  le  fluide  était  sans  mouvement.  Quant  à 
la  partie  mb  des  filets  , l’effort  que  supporterait  leur 
paroi  se  trouverait  dirigé  en  sens  opposé  par  rapport 
au  corps.  Les  efforts  provenant  de  la  déviation  des  filets 
de  fluide  dans  cette  partie  sont  donc  supportés  par  le 
fluide  environnant,  et  la  pression  contre  la  force  pos- 
térieure QQ  est  plus  petite  que  la  pression  qui  aurait 
lieu  dans  l’état  de  repos  du  fluide.  Les  notions  que  nous 
présentons  ici  sont  conformes  à toutes  les  indications  qui 
ont  été  obtenues  par  des  observations  et  des  expériences 
directes. 

En  considérant , d’ailleurs  , les  expressions  des  quan- 

31 
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tités  E ou  F du  n*  422,  on  voit  quelles, se  composent 
de  trois  facteurs.,  savoir  la  densité  p du  fluide;  le  pro- 

a 

duit  Un’;  et  la  quantité  cos.V ^ cosi  qui  dépend  de  la 

direction  du  tuyau  à ses  extrémités  et  du  rapport-  des 
sections  extrêmes.  Or,  les  rapprochements  auxquels 
donnent  lieu  les  résultats  des  observations  conduisent 
à penser  : t'que  si  les  ûgures  des  corps  sont  semblables, 
les  dimensions  absolues  seules  étant  changées  , l’en- 
semble des  filets  de  fluide  déviés  de  leur  direction  pré- 
sente aussi  des  Ggures  semblables,  dans  les  différentes 
parties  desquelles  les  vitesses  des  molécules  conservent 
les  mêmes  rapports , en  sorte  que  rien  ne  sera  changé 
dans  l'expression  de  l’eflort  correspondant  à chaque 
Glet , si  ce  n’est  le  facteur  n qui  aura  augmenté  comme 
le  quarré  des  dimensions  linéaires  du  corps  ; 2°  que  le 
corps  restant  le  même , la  Ggure  formée  par  les  Glets 
de  fluide , ainsi  que  les  rapports  des  vitesses  des  molé- 
cules dans  les  diverses  parties  de  ces  Glets ne  changent 
point  lorsque  la  vitesse  du  courant  varie  , en  sorte  que 
les  efforts  demeurent  toujours  proportionnels  au  quarré 
de  cette  vitesse. 

440.  En  admettant  ces  résultats  , qui  ne  peuvent  être 
fort  éloignés  de  la  vérité , on  représentera  en  général 
l’effort  exercé  sur  un  corps  exposé  à l’action  d’un  cou- 
rant de  fluide  par  la  formule 

A.pûU*, 

dans  laquelle  n désigne  l’aire  de  la  plus  grande  section 
transversale  du  corps , U la  vitesse  du  courant , et  k un 
coefficient  constant  pour  tous  les  corps  de  Ggure  sem- 
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blable,  mais  qui  devra  changer  d’une  figure  à une  autre, 
et  dont  la  valeur  ne  peut  être  connue  que  par  des  ex- 
périences directes. 

On  peut  aussi  écrire  , au  lieu  de  l’expression  précé- 
dente , 

nn.AH  , 

en  désignant  par  n le  poids  de  l’unité  de  volume  de 
fluide , et  par  H la  hauteur  due  à la  vitesse  du  courant. 
D’après  cette  dernière  forme  donnée  à l’expression  dont 
il  s’agit,  on  se  représente  l’effort  exercé  contre  le  corps 
comme  le  poids  d’une  colonne  de  fluide  dont  la  section 
transversale  de  ce  corps  est  la  base  , et  dont  la  hauteur 
est  le  multiple  A de  la  hauteur  H due  à la  vitesse  du 
fluide.  Ainsi , la  recherche  est  ramenée  à déterminer  la 
valeur  du  coefficient  k qui  convient  aux  corps  de 
diverses  figures. 

Les  notions  précédentes  out  été  présentées  en  consi- 
dérant un  corps  immobile  exposé  à un  courant  de  fluide. 
Elles  peuvent  également  convenir  à un  corps  mû  dans 
un  fluide  en  repos  , ou  dans  un  couraDt  de  fluide  dont 
la  vitesse  est  différente  de  la  sienne.  Dans  ce  dernier 
cas,  U désignerait  la  vitesse  .relative  dp  corps  et  du 
fluide.  On  regarde  généralement  l’expression  no.AH,  et 
les  mêmes  valeurs  du  coefficient  A,  comme  convenant 
également  à ces  divers  cas. 

i41.  Les  résultats  que  l’on  vient  d’exposer  sont  con- 
formes à la  nature  du  phénomène  de  la  résistance  des 
fluides  considéré  d’une  manière  générale.  On  doit  néan- 
moins avoir  égard  à diverses  considérations  particulières 
d’après  lesquelles  ces  résultats  doivent  dans  quelques 
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cas  être  modifiés,  et  dont  nous  indiquerons  les  prin- 
cipales : 

1°  L’adhérence  des  molécules  du  fluide  produit  des 
eflets  sensibles  quand  la  vitesse  du  courant  est  petite  et 
le  corps  très-petit  ou  très-allongé  dans  le  sens  du  mou- 
vement. Il  faudrait  alors , pour  représenter  les  eflets 
naturels , ajouter  à l'expression  du  n°  140  un  terme 
proportionnel  à la  première  puissance  de  la  vitesse. 

2“  Dans  les  fluides  élastiques,  la  densité  du  fluide 
croissant  avec  la  pression  contre  la  face  antérieure  du 
corps  , la  résistance  croit  plus  rapidement  que  le  quarré 
de  la  vitesse.  Cette  modification  ne  devient  sensible 
qu’autant  que  les  vitesses  sont  très-grandes. 

3°  Quand  un  corps  se  meut  dans  l’eau  fort  près  de  la 
surface,  et,  à plus  forte  raison , quand  il  s’agit  d’un 
corps  flottant,  le  mouvement  des  filets  de  fluide  est 
altéré  d’une  autre  manière  que  -si  le  fluide  est  indé- 
fini dans  tous  les  sens.  De  plus,  la  surface  du  fluide 
subit  une  dénivellation  par  l'effet  de  laquelle  les  pres- 
sions dues  au  poids  du  fluide  sur  les  diverses  parties  de 
la  surface  du  corps  sont  changées  II  en  résulte  un  ac- 
croissement dansla  résistance,  que  l’on  pourrait  représen- 
ter par  un  terme  proportionnel  à la  quatrième  puissance 
de  la  vitesse.  Ceci  suppose,  d’ailleurs,  que  le  corps 
présente  toujours  la  même  surface  au  choc  du  fluide. 
L’expérience  montre  que  , dans  quelques  cas  , le  corps 
prend,  à mesure  que  la  vitesse  augmente,  une  position 
différente  par  rapport  à la  surface  de  l’eau,  ce  qui  change 
la  loi  de  la  résistance. 

W°  On  peut  toujours  concevoir  une  valeur  de  la  vitesse 


Digitized  by  Google 


PM*  ' 


♦ T'tjy/i.  jl 

— 485  — 

tellement  grande  que  le  fluide  ne  remplirait  pas  le  vide 
qui  tend  à se  former  contre  la  face  postérieure  du 
corps.  L’expression  de  la  résistance  changerait  alors 
entièrement  de  nature.  L’effort  supporté  par  un  corps 
plongé  dans  l’eau  dépendrait  dans  ce  cas  de  sa  distance 
à la  surface  supérieure  du  fluide. 

44.2.  Nous  indiquerons  maintenant  les  principaux 
résultats  qui  ont  été  déduits  de  l’expérience,  en  remar- 
quant en  premier  lieu,  à l’égard  des  surfaces  planes 
présentées  directement  au  choc  du  fluide  , que  des  plans 
de  diverses  grandeurs , auxquels  on  suppose  à tous  une 
épaisseur  fort  petite,  ne  sont  pas  des  corps  de  figures 
semblables  : on  ne  peut  donc  s’étonner  qu’ici  la  résis- 
tance ne  soit  pas  proportionnelle  à l’aire  du  plan.  Le 
coefficient  k croît  avec  la  valeur  absolue  de  cette  aire. 
Les  expériences  indiquent  que  l’on  a à peu  près  k=  1,4, 
lorsque  la  racine  quarrée  de  l’aire  est  O™,  1;  et  Ar=l  ,5,  lors, 
que  cette  racine  est  0m,32.  On  n’a  pas  d'expériences 
suffisamment  précises  pour  des  surfaces  plus  grandes; 
mais  il  paraît  que  pour  des  plans  de  la  dimension  des 
aile6  des  moulins  ou  des  voiles  des  vaisseaux,  on  aurait 
k au  moins  égal  à 3. 

Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  du  coefficient  k 
qui  conviennent  à divers  corps. 
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Pour  une  sphère  mue  dans  1 eau  ou  dans  l'air  avec  une  vitesse 

médiocre ■ 

Pour  une  sphère , roue  dans  l'air  avec  une  vitesse  de  5o“  par 

seconde • . 

j5o.  . . 

3oo.  . . 

Prisme  rectangulaire,  à bases  planes , la  longueur  étant  à peu 

près  égale  à la  largeur 

Idem , la  longueur  étant  six  à dix  fois  la  largeur.  . . . . , 

Bateau  rectangulaire  sans  proue,  avec  une  poupe 

Idem,  avec  une  poupe  et  une  proue  formée  de  deux  plans 

verticaux  dont  la  saillie  est  égale  à la  largeur 

Idem,  la  saillie  de  la  proue  étant  double  de  la  largeur.  . . 
Idem,  la  proue  étant  formée  par  un  demi-cylindre  vertical. 
Idem,  la  proue  étant  formée  par  le  prolongement  du  prisme 
coupé  en  dessous  par  un  plan  incliné  de  3o°  sur  l'horizon.  . 
Bateau  ayant  la  forme  des  meilleurs  vaisseaux  naviguant  sur 
la  mer 


Le  dernier  résultat  indique , selon  toute  apparence  , 
la  moindre  valeur  que  puisse  prendre  le  coefficient  k. 
Ces  évaluations  supposent  d’ailleurs  au  fluide  des  di- 
mensions transversales  beaucoup  plus  grandes  que 
celles  du  corps.  On  sait  que  la  résistance  des  bateaux 
augmente  très-sensiblement  dans  des  canaux  étroits  ou 
peu  profonds. 
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